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1. INTRODUCTION

Ce cours propose une présentation des méthodes et des modèles qui permettent, à partir de
l'intensité diffusée aux petits angles, de remonter à la structure en physico-chimie des polymères. D

s'intéresse plus particulièrement aux systèmes macromoléculaires à l'équilibre thermodynamique et les
techniques de diffusion cohérente statique (lumière, rayons X et neutrons) constituent le cadre
expérimental1"14. Ces techniques négligent les transferts d'énergie rayonnement-matière et mesurent des
distances moyennes comprises entre 10 et 1000A.

Dans ce cadre, la structure d'un système correspond à la description de la forme et de
l'organisation des particules qui le constituent à l'échelle moléculaire. Ces caractéristiques, qui reflètent
la nature des interactions au sein du système, s'expriment sous la forme de distributions de distances.
Elles sont définies de façon précise dans les ouvrages généraux ou les cours cités dans les références.
Dans cette introduction, il nous semble utile de souligner les particularités des systèmes
macromoléculaires par rapport aux systèmes plus classiques comme les liquides simples, ou les liquides
d'agrégats colloïdaux avec une interface10-15.

- Forme- Les polymères sont des agrégats linéaires de faible compacité, qui présentent de grandes
fluctuations de forme. Ce sont des particules statistiques, ou des colloïdes mous1' '20, pour lesquelles il
est impossible de définir une surface. La notion de volume perd donc de son importance, au bénéfice du
degré de polymérisation N ou de la masse moléculaire M. Pour caractériser leur taille, on utilise la notion
de rayon de giration Rg. Mais, cette grandeur correspond à une moyenne sur l'ensemble des
conformations accessibles, d'énergies égales ou voisines à l'échelle de keT. Pour une particule de
géométrie bien définie, la situation est évidemment différente. Le rayon de giration est relié à des

grandeurs géométriques (Rg=V3/5R, pour une sphère de rayon R), et la seule moyenne qu'il faut
considérer est celle faite sur les orientations des particules, lorsque celles-ci sont anisotropes (disques ou
cylindres). La structure interne des polymères est caractérisée par un facteur de forme qui correspond à la
moyenne à l'équilibre thermodynamique du carré de l'amplitude diffusée par la particule < f(q)2 > " ' .

Cette grandeur est évidemment différente de <f(q)>2, puisque les fluctuations de forme sont

importantes1. On peut donner une idée de la faible compacité de ces particules, ou encore de leur
caractère ténu, en considérant le cas extrême d'une macromolécule linéaire. Elle s'étend dans un volume
qui est de l'ordre de Rg = N3v , où N est le degré de polymérisation et v, l'exposant de volume exclu (1/2,

pour une chaîne dans un fondu de chaînes identiques ou dans un mauvais solvant à la température 0 du
couple polymère-solvant ; 0.588=3/5, pour une chaîne en bon solvant lorsque d=317'18). Elle n'occupe

cependant qu'une fraction de ce volume, environ N/Rg =N , d'autant plus faible que le degré de

polymérisation est plus grand et que la qualité du solvant augmente. Le reste est disponible pour le
solvant ou d'autres chaînes. Ces particules peuvent donc s'interpénétrer. Cette caractéristique est très
importante en ce qui concerne l'état de dispersion.

~2R

a b c
Fig. 1 : Représentations (2d) des solutions de macromolécules linéaires en fonction de c- a/ solution diluée
(c<c*), les fluctuations de concentration sont très importantes b/ concentration critique de recouvrement (c=c*)
c/ solution semi-diluée (oc*), les fluctuations de concentration diminuent au fur et à mesure que la
concentration augmente et pratiquement s'annulent lorsque l'on atteint le fondu (absence de solvant)

- Organisation- Les différences que l'on observe par rapport aux colloïdes durs, proviennent
essentiellement de cette possibilité d'interpénétration. Pour des particules denses, on définit l'état de
dispersion par la fonction de distribution radiale g(r), ou sa transformée de Fourier mesurée par diffusion
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de rayonnement1,1 ' . En considérant n particules dans un volume V et en plaçant l'une d'entre elles à
l'origine des coordonnées, (n/V)g(r)dr représente alors le nombre moyen de particules qui se trouvent à
une distance r, à dr près. Cette fonction g(r) mesure le degré de désordre et est reliée aux interactions. On
a : g(r) = exp(-V(r)/kBT), où V(r) est l'énergie potentielle d'interaction entre deux particules (qui
comprend le terme d'interaction directe mais aussi tous les termes entre ces particules et leurs voisines),
et g(r) >1 lorsque r ><», en absence d'ordre translationnel. Les interactions dépendent de la forme des
particules et, lorsqu'elles sont denses et de rayon rn, il existe au moins une répulsion de coeur dur telle
que : g(r)=0 pour r<2rn. Pour les polymères, le désordre conformationnel conduit à un désordre plus grand
dans l'organisation entre particules. Mais c'est surtout la faible compacité autorisant l'interpénétration qui
modifie la façon d'aborder le problème des corrélations intermoléculaires. On est amené à introduire la
notion de concentration critique de recouvrement c*, qui partage le diagramme de phases en deux régimes
: dilué et semi-dilué (Fig 1). c* est la concentration à partir de laquelle les particules s'interpénétrent.

Dans le régime dilué, l'état de dispersion des macromolécules se décrit pratiquement de la même
manière que celui des particules denses, sauf que la répulsion de coeur dur est remplacée par la notion de
trou de corrélation17' . Par contre, dans le régime semi-dilué, c'est tout à fait différent car les
macromolécules s'interpénétrent et forment un réseau temporaire. Pour des distances plus grandes que la
taille moyenne de la maille de ce réseau cj17,20, on ne peut plus les considérer comme des particules
individuelles bien séparées, et la fonction de distribution radiale g(r) perd toute signification. La
séparation des corrélations suivant la nature des paires : intramoléculaires ou intermoléculaires1,21, perd
donc de son importance. En particulier, pour un fondu de chaînes identiques, ces deux types de
corrélations contiennent la même information et la fonction de structure intermoléculaire devient
proportionnelle au facteur de forme1,22"24. Cette interpénétration implique aussi qu'une macromolécule
interagit simultanément avec un grand nombre d'autres macromolécules. Chaque interaction est alors
indépendante des autres et on peut sommer les effets. Ainsi, à la différence des liquides simples ou des
liquides d'agrégats colloïdaux denses, les théories de champ moyen s'appliquent de mieux en mieux au
fur et à mesure que la concentration augmente.

- Polymolécularité La polymolécularité modifie les interactions et a donc une influence sur la structure.
Pour les particules colloïdales avec une interface, elle est représentée par une distribution de taille et/ou
de forme. Pour les macromolécules, on considère plutôt une distribution en masse moléculaire (Annexe
I).

Ces différences de comportement entre particules statistiques et particules denses de géométrie bien
définie, conduisent à des méthodes d'analyse de l'intensité diffusée aux petits angles distinctes. La
normalisation des données et les modèles de structure sont différents. Certains systèmes
macromoléculaires peuvent toutefois présenter simultanément les deux facettes de colloïdes mous et durs.
Ce sont les systèmes mixtes, pour lesquels on observe en particulier de l'agrégation ou des séparations en
microphases (polymères associatifs, copolymères statistiques ou multiblocs). L'espace est alors divisé en
parties dures et molles. Pour aborder la structure de tels systèmes, c'est souvent l'approche de type
colloïdes qui est utilisée. Mais ce n'est évidemment pas satisfaisant. Pour illustrer cela, on peut considérer
le cas des macromolécules branchées en étoile. En augmentant le nombre de branches ou la
fonctionnalité, on augmente la densité interne et l'on passe progressivement d'un agrégat linéaire à une
particule de géométrie mieux définie25"2 . De même, à fonctionnalité constante, le comportement quasi
colloïdal que l'on observe pour les solutions diluées et qui provient d'une répulsion osmotique (les étoiles
s'interpénétrent plus difficilement que les linéaires), disparaît dans le régime semi-dilué au fur et à
mesure que la concentration augmente, au bénéfice d'un comportement de particule statistique (d'un
point de vue statique, les solutions concentrées de polymères en étoile et celles de polymères linéaires
sont analogues). Dans ce cours, nous nous limitons aux systèmes macromoléculaires les plus simples, en
nous intéressant principalement à la structure intramoléculaire. Les problèmes relatifs à l'étude des
particules en interaction et à l'étude de la structure des systèmes mixtes ne sont pas abordés.

2. FONCTIONS DE STRUCTURE

2.1. Section efficace différentielle de diffusion cohérente et fonctions de structure

2.1.1. Section efficace différentielle de diffusion cohérente

Pour un polymère dispersé dans un milieu continu (matrice ou solvant repéré par l'indice 1) de
volume V, les relations fondamentales de la diffusion statique aux petits angles sont1,2 :
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E(q)=T7<rn(q) = K2S(q) (1)
V

^sin(4) (2)

S(q) = < n(q)n(-q) >= £< exp[iq(q -ïj)] > (3)

et, pour q*0 : S(q) = < Sn(q)ôh(-q) >

K = a-a, = (p-pi) avec p = - Na el p{ = -1 Na (4)
V] Na V V,

Z(q) (cm1) représente la section efficace différentielle de diffusion cohérente par unité de volume., q est
le vecteur de diffusion ; 6 , l'angle de diffusion ; A , la longueur d'onde du rayonnement incident. La
relation (2), qui suppose un indice de réfraction n = 1 (rayons X et neutrons), reste valable pour la
diffusion de lumière si l'on remplace A par (X/n)S(q) (cm3) est la fonction de structure du polymère,
reliée à la transformée de Fourier de la fonction de corrélation de l'opérateur densité habituel :

n(r) = ^ô(r-ri)
i

où 8 est la distribution de Dirac. Les sommes portent sur l'ensemble des diffuseurs élémentaires relatifs
au polymère. K (cm) est la longueur de contraste du polymère pour la matrice considérée. Ce coefficient
dépend du potentiel d'interaction rayonnement-matière et est relié aux longueurs de diffusion cohérentes
a, ou aux densités de longueurs de diffusion cohérente p, des diffuseurs élémentaires de volumes molaires
v. Na (mol1) est le nombre d'Avogadro. A la résolution spatiale des expériences de diffusion aux petits
angles (10 Â, c'est-à-dire q<0.6 À"1), les diffuseurs élémentaires correspondent aux monomères et aux
molécules de solvant. Les crochets <...> dénotent une moyenne d'ensemble, ou à l'équilibre
thermodynamique.

La relation (1), qui se généralise aux systèmes à plus de deux constituants ' , résulte d'un
formalisme de réponse linéaire et de l'introduction de la notion de contraste1,41. C'est une approximation
qui néglige en particulier les fluctuations de densité (incompressibilité : ôn(r)+§nj(r)=0) et qui n'est
donc valable que dans le domaine des petits angles. Finalement, pour des particules non orientées, la
fonction de structure correspond à une moyenne sur toutes les orientations et ne dépend que du module du
vecteur de diffusion. S(q) est alors donné par la relation de Debye42:

oo

S(q) = 4x fdr r2 < n(r)n(0) > ^^
o qr

2.1.2. Corrélations intramoléculaires et intermoléculaires

Une fonction de structure est une combinaison linéaire d'une fonction de corrélation
intramoléculaire (forme des particules) et d'une fonction de corrélation intermoléculaire (organisation des
particules). Un des problèmes majeurs des expériences de diffusion est de séparer ces deux termes1. Leur
importance relative dépend : de la portée des interactions ; du domaine de vecteurs de diffusion ; de la
concentration. Avec des interactions à courte portée, les corrélations intermoléculaires deviennent
négligeables lorsque la résolution spatiale augmente (grandes valeurs de q) ou lorsque la concentration
diminue.

- Cas général. On considère n particules identiques (polymères), dispersées dans une matrice (solvant) de
volume V. Chaque particule est constituée de N diffuseurs élémentaires (monomères). La concentration
moyenne en nombre de monomères est alors c=nN/V.

En distinguant les paires de diffuseurs élémentaires appartenant à la même particule et les paires
correspondant à deux particules différentes, la fonction de structure (3) devient1,21 :

S(q) = cg(q) = cg,(q) + c2g2(q). (5)
g(q) est la fonction de corrélation de paires du formalisme de Van Hove43 ; gi(q), un facteur de forme ;

g2(q), une fonction de corrélation intermoléculaire. Les fonctions gi(q) et g2(q) sont définies par les
expressions :

gl(q) = X< expLiqCFj1 - Fj1)] > (6)
'.j
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oo

S(q) = 4x fdr r2 < n(r)n(0) > ^^
o qr

2.1.2. Corrélations intramoléculaires et intermoléculaires
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intramoléculaire (forme des particules) et d'une fonction de corrélation intermoléculaire (organisation des
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importance relative dépend : de la portée des interactions ; du domaine de vecteurs de diffusion ; de la
concentration. Avec des interactions à courte portée, les corrélations intermoléculaires deviennent
négligeables lorsque la résolution spatiale augmente (grandes valeurs de q) ou lorsque la concentration
diminue.

- Cas général. On considère n particules identiques (polymères), dispersées dans une matrice (solvant) de
volume V. Chaque particule est constituée de N diffuseurs élémentaires (monomères). La concentration
moyenne en nombre de monomères est alors c=nN/V.

En distinguant les paires de diffuseurs élémentaires appartenant à la même particule et les paires
correspondant à deux particules différentes, la fonction de structure (3) devient1,21 :

S(q) = cg(q) = cg,(q) + c2g2(q). (5)
g(q) est la fonction de corrélation de paires du formalisme de Van Hove43 ; gi(q), un facteur de forme ;

g2(q), une fonction de corrélation intermoléculaire. Les fonctions gi(q) et g2(q) sont définies par les
expressions :

gl(q) = X< expLiqCFj1 - Fj1)] > (6)
'.j
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,~\ _ _I_V^^ 	 r-.zrz1 r2\i^ i-i\82® = -^I<exp[iq(ri1-rj2)]> (7)
».j

où les indices i et j sont utilisés pour les monomères ; les indices 1 et 2 pour les polymères. Les sommes
sur i et j sont donc implicitement faites de 1 à N.

On utilise également les fonctions normalisées à l'unité lorsque q >0 :

p(q ) = ^2 X< exptiqOÏ1 -?/)]> = 1 g,(q) (8)

Q(q ) = p X< «ppqff.1 -*?)]> = ^g2(q) (9)
'.j

La fonction de structure s'écrit alors :

S(q) = cg(q) = cNP(q) + c2VQ(q) (10)
Lorsque les interactions entre particules sont répulsives, les fonctions g2(q) et Q(q ) sont négatives.

- Cas particulier des particules à symétrie sphérique. On peut démontrer que lorsque les particules sont à

symétrie sphérique, et uniquement dans ce cas, la fonction de structure (3) s'écrit sous la forme d'un
produit1,10 :

S(q) = cg(q) = c.gl(q).SG(q) = c.NP(q).SG(q) SG(q) = 1 +Ag(q) = 1 + -J Jd3r g(r).exp(-iqr) (11)
V

Cette relation définit le facteur de structure des particules S0(q). Il est relié à la transformée de Fourier
g(q) de la fonction de distribution de paires, ou fonction de distribution radiale, g(r) des centres de
gravité des particules. Son comportement asymptotique est :

limq_>.SG(q) = l (12)
Ce qui indique que les corrélations intermoléculaires sont négligeables aux faibles distances. Le facteur
de structure peut aussi s'exprimer en fonction de la transformée de Fourier de la fonction de corrélation
de paires h(r) = g(r)- 1 (h(r) >0 lorsque r >°°) :

SG(q) = l+(2^)3^<5(q)+-^h(q) et,pourq*0: SG(q) = 1 +^n(q).
Pour les particules non sphériques, l'Eq. (11) ne constitue qu'une approximation. Cette approximation
n'est valable que lorsque le potentiel d'interaction entre particules est à symétrie sphérique, c'est-à-dire
pour les faibles concentrations. Pour les polymères linéaires, elle n'est pratiquement jamais utilisable.
Pour les polymères branchés en étoile de fonctionnalité f>6, elle permet de décrire les fonctions de
structure des solutions diluées28,44. On obtient alors :

SG(q)=-Mr = i+cI^ (13)
cgi(q) gi(q)

Cette relation est aussi très souvent utilisée pour présenter les corrélations intermoléculaires des
polyélectrolytes45,46. Mais, pour les polyélectrolytes linéaires, le rapport S(q)/cg , (q) ne correspond plus à

un facteur de structure car les interactions entre parties rigides des polyions n'ont pas la symétrie
sphérique.

2.1.3. Normalisation des données expérimentales

Pour les polymères (particules statistiques), c'est la fonction g(q) qui est utile pour l'analyse
structurale. La normalisation de la section efficace différentielle de diffusion cohérente par unité de
volume Z(q ) (cm1) correspond à :

^^7T^-=^T=gl® + CA'ag2(q) (14)
K*cNa cNa

Dans l'Eq. (14), c (mol.cm3) est la concentration molaire ; K2 (cm"), le facteur de contraste; Na (mol1),
le nombre d'Avogadro. Lorsque les corrélations intermoléculaires sont négligeables (faibles
concentrations ou grandes valeurs de q), cette mesure correspond au facteur de forme g ](q); c'est-à-dire à

NP(q ), ou (M/m)P(q ) si l'on introduit la masse molaire des polymères M et celle des monomères m.
Pour les particules denses de géométrie bien définie, l'expérimentateur considère aussi très souvent la
fonction G(q ) définie par la relation :

G^)=-?2T=VPP®SG® <15)
&P <P
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où Ap est la différence des densités de longueur de diffusion de la particule et du solvant ; <p , la fraction
volumique des particules. Le facteur de forme est alors G,(q)=VpP(q), et Vp =Nv/Na représente le

volume (sec) de la particule7.

2.2. Grandeurs permettant de définir la forme d'une particule statistique : facteur de forme et
rayon de giration

Nous souhaitons montrer que les notions de facteur de forme et de rayon de giration s'introduisent
assez naturellement lorsque l'on adopte un point de vue statistique. Nous considérons une macromolécule
linéaire et repérons un monomère le long de la séquence chimique par une abcisse curviligne s variant
continûment de 0 à L. L est la longueur de la macromolécule, si l'on fixe la résolution spatiale à la taille
du monomère (Fig 2).

Fig. 2 : Représentation (2d) d'une conformation d'une macror.iolécule linéaire

La position du monomère est repérée par un vecteur r(s) . Pour préciser une conformation, il faut donner
l'ensemble des positions des monomères, ou l'ensemble des positions relatives {(r(s, ) - r(s2 )} si l'on veut
éviter un référentiel particulier. Mais, il existe un très grand nombre de conformations d'énergies égales
ou voisines à l'échelle de kBT. Par agitation thermique, la conformation se renouvelle donc sans arrêt et

les positions relatives {(r(s,)- r(s2)} constituent des variables aléatoires. Pour définir la conformation
moyenne, il suffit alors de prendre l'ensemble des distributions de ces variables aléatoires -{pL(r, s,, s 2)},
ou encore l'ensemble des fonctions caractéristiques de ces variables aléatoires jJ3L(q,s, ,s2)), qui sont les

transformées de Fourier des distributions. La fonction caractéristique de la variable aléatoire (r(s2)- r(s,))
est donnée par l'expression :

pL(q,s1,s2) =< exp[iq(r(s2)- r(S!))l > (16)
où les crochets <...> dénotent une moyenne sur l'ensemble des conformations, ou une moyenne sur le
temps (système ergodique). Elle vérifie la propriété :

PL(q'sl's2) = PL(q.s2'sl) 07)
De plus, si la statistique est homogène le long de la séquence chimique, on a :

pL(q,s1,s2) = p(q,|s! -s2[) = p(q,s) (18)
La fonction caratéristique ne dépend alors que de la position relative des monomères le long de la

séquence chimique : s = |s, -s2|, et p(r,s)d3r est la probabilité de trouver le monomère d'abcisse

curviligne s en F, à d3r près, lorsque le premier monomère est à l'origine des coordonnées. Il faut
remarquer que la relation (18), à la différence de (17), n'est pas une propriété générale. Pour une chaîne
qui présente des effets de volume exclu, elle n'est plus valable47,48 car la statistique dépend de la position
des monomères dans la chaîne. Cependant, elle constitue une approximation raisonnable pour l'analyse
des facteurs de forme expérimentaux''". Pour des macromolécules non orientées, on a aussi :

p(q,s) = 47rjdrr2p(r,s)
sin(qr)

qr
2.2.1. Facteur déforme

En sommant l'ensemble des fonctions caractéristiques, on obtient la fonction de structure
intramoléculaire Si(q) et les facteurs de forme g,(q) et P(q ) :
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S,(q) = Jds,Jds2 < exp[iq(F(s2)- r(s,))8 > (19)

0 0

gl(q)=^S,(q) (20)

Compte tenu du fait que la résolution spatiale est fixée à la taille du monomère, les relations (20) et (21)
correspondent bien aux relations (6) et (8). Par ailleurs, elles se simplifient lorsque la statistique est
homogène. Avec les Eq. (17) et (18), on obtient en effet pour la fonction de structure intramoléculaire :

L

S1(q) = 2}ds(L-s)p(q,s)-L (22)

0
Une macromolécule est une longue chaîne (N ou L grand), il est donc évident que le second terme de
l'Eq. (22) est parfaitement négligeable. Pour une chaîne infiniment longue, on peut aussi remarquer que le
facteur de forme gj(q) devient :

gl(q) = S00(q) = limL^<7S,(q)= Jds p(q,s) (23)

et, en introduisant la fonction p(F) = jds p(r,s) , il s'écrit : gj(q) = S(q) = 2J d r p(r)exp(iqr) (24)

0
La fonction 2p(F) est une fonction de distribution de paires. Elle caractérise la structure interne car les
Eq. (23) et (24) sont de très bonnes approximations des facteurs de forme des chaînes de longueur finie,
dans le domaine qRg»l.

2.2.2. Rayon de giration

Plutôt que de considérer l'ensemble des distributions (-JjpL(r,s,,s2)}), on peut aussi caractériser la
conformation moyenne par l'ensemble des moments de ces distributions. Les moments d'ordre impair
étant nuls, le plus simple est d'utiliser les moments d'ordre 2. En sommant sur l'ensemble de ces

moments d'ordre 2, on définit l'écart quadratique moyen du rayon de giration des particules < R7; > ou

L L

K : Rg = 2Jds1Jds2<(F(s2)-F(s,))2]> (25)
2L 0 0

En supposant une statistique homogène, l'Eq. (25) devient :

1 L
Rg = jds(L-s)<F(s)2 > (26)

L 0
Ces relations peuvent se généraliser en considérant les moments d'ordre supérieur. Cela conduit à :

L L

< r2n >= 2-Jds, Jds2 <(F(s2)-F(s,)r] > (27)

2L 0 0

< r2n >= -j j ds (L - s) < F(s)2n > (28)

L 0
On peut aussi introduire le rayon de. giration de façon plus " géométrique ". D suffit pour cela de
considérer le centre de gravité d'une conformation. Sa position est :

FG = -JdsF(s) (29)

L0
En prenant l'origine des coordonnées au centre de gravité, on repère les monomères par les vecteurs
û(s) = F(s) - rG et on a :

JoLds û(s) = 0 (30)

Le carré du rayon de giration d'une conformation est alors défini par :
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l
R2=-fdsa(s)2 (31)

Lu
ce qui montre que Rs est une distance d'inertie par rapport au centre de gravité. En moyennant sur
l'ensemble des conformations, on obtient :

If - 2.--Jds<u(sr> (32)

L0
Cette relation est parfaitement équivalente à la relation (25).

En pratique, on mesure Rg en utilisant la diffusion statique. Il faut donc affecter à chaque

monomère un scalaire qui correspond à sa longueur de contraste, ou sa densité de longueur de diffusion.
Les relations présentées ici ne sont correctes que pour des homopolymères.
Finalement, le rayon de giration n'est pas la seule grandeur qui permette d'évaluer la taille des particules.
Pour les macromolécules linéaires, on utilise très souvent l'écart quadratique moyen de la distance entre
extrémités. En plaçant une des extrémités de la chaîne à l'origine des coordonnées, cette grandeur est
définie par :

<R2>=

R2 =< F(L)2 > (33)

Puisque <R>=0, VR2 représente la fluctuation de la distance entre extrémités de la chaîne. Mais, pour
des macromolécules branchées en étoile, cette grandeur perd toute signification (les étoiles ont plusieurs
extrémités !).

2.3. Influence de la polymolécularité

Nous reportons dans l'annexe I les définitions et relations utiles pour le problème de la
polymolécularité. Ici, nous considérons son influence sur les fonctions de structure. En considérant une
population de chaînes de masses moléculaires différentes, les Eq. (1) et (5) conduisent à :

Z(q) = K2Xcig(q,c,Mi) (34)
i

où c, est la concentration, en nombre de monomères, relative aux macromolécules de masse Mj
(c = 2Zct ) Avec la définition de la distribution en masse moléculaire w(M,) donnée dans l'annexe I (Eq.

(1-2)),' (34) devient:

Z(q) = K2c£ g(q,c,Mi )w(M; ) = K2c < g(q, c) >w (35)
i

L'expérimentateur mesure donc la moyenne w de la fonction de corrélation g(q ,c).
Considérons maintenant explicitement les termes intramoléculaire et intermoléculaire. On a :

Z(q) = K2c[< g,(q) >w + < cg2(q) >w] (36)
Pour le seul terme intramoléculaire, la mesure correspond à la moyenne w de la fonction gi(q). Pour faire
apparaître la fonction P(q ), on utilise la relation (8), soit :

<gl(q)>w=<NP(q)>w= <MP(q)>w (37)
m

où m est la masse molaire des monomères et M la masse moléculaire des polymères. D'après l'Eq. (1-5),
M w(M)=Mw z(M), et (37) devient :

< gi(q) >w= Nw < P(q) >z = -MW < P(q) >z (38)
m

L'expérimentateur mesure donc le produit de la masse moléculaire moyenne en masse, avec la moyenne z
du facteur de forme P(q).
En ce qui concerne le terme intermoléculaire, il est impossible de faire apparaître des moyennes relatives
aux fonctions g2(q) ou Q(q ). L'expérimentateur mesure la moyenne w du produit cg2(q) (ou cVQ(q )).

En considérant le rapport S(q)/cg,(q) (Eq. (13)), il mesure :

So®- *? ^l + <Cg2@>w (39)
c<gi(q)>w <gi(q)>w

2.4. Structure diélectrique des polyélectrolytes : fonction de structure de charge

Un polyélectrolyte est une particule hétérogène, composée d'un polyion et de contreions. La section
efficace différentielle de diffusion cohérente d'une solution de ce type de polymère est donc une
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l
R2=-fdsa(s)2 (31)

Lu
ce qui montre que Rs est une distance d'inertie par rapport au centre de gravité. En moyennant sur
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If - 2.--Jds<u(sr> (32)

L0
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combinaison linéaire des fonctions de structure partielles associées aux corrélations monomère-
monomère (monomères des polyions, S^q)), contreion-contreion (Scc(q)) et monomère-contreion
(Smc(q) = Scm(q)). En généralisant l'Eq. (1), on obtient'6,45,50"52 :

Z(q)= KmSmm(q)+K2Scc(q) + 2KmKcSmc(q) (40)
On peut extraire les trois fonctions de structure partielles, en faisant varier les longueurs de contraste"6
sans perturber la structure. Lorsque les densités de longueurs de diffusion du polyion et du contreion sont
suffisamment distinctes, il suffit pour cela de considérer plusieurs solvants. C'est la méthode de variation
de contraste, qui correspond le plus souvent à l'utilisation de différents mélanges H20-D20 avec la
technique de diffusion de neutrons. A partir de ces fonctions de structure partielles, on peut déterminer les
fonctions de structure de densité Snn(q), de charge Szz(q) ainsi que le terme croisé Snz(q) qui sont des
fonctions de corrélation d'un grand intérêt puisqu'elles permettent d'étudier une relation éventuelle entre
l'ordre moléculaire et l'ordre coulombien45, "5\

2.4.1. Fonctions de structure de densité Sn et de charge Szz

n étant l'opérateur densité, on a :

n(r)=nm(F) + nc(r) (41)
Si le polyion est un polyanion, on définit un opérateur densité de charge z par la relation :

z(F)=-Zmnm(F)+Zcnc(r) (42)
où Zm est la valence d'un monomère du polyion ; Zc, celle du contreion.

Les corrélations de la densité et de la charge sont ainsi caractérisées par trois fonctions de
structure

Snn(q) =< n(q)n(-q) >
Szz(q)=<z(q)z(-q)> (43)
Snz(q) =< n(q)z(-q) >

Snn(q) et Szz(q) sont positifs ou nuls; par contre, le terme croiséSnz(q) peut être positif, négatif ou nul.
Compte tenu des Eq. (41) et (42), ces fonctions sont des combinaisons linéaires des fonctions de structure
partielles Smm, Scc et Smc. En attribuant aux monomères du polyion une valence Zm = 1 (polyion
complètement chargé), la valence des contreions est Z =1 et on obtient :

Snn(q) = Smm(q) + Scc(q)+2Smc(q)
Szz(q) = Smm(q) + Scc(q)-2Smc(q) (44)
Snz(q) = -smm(q)+scc(q)

La fonction Szz(q) peut donc être déterminée directement, à partir d'une seule expérience. D'après les
Eq. (40) et (44), il suffit en effet d'utiliser un solvant tel que Km = -Kc. C'est la méthode du contraste
moyen nul appliqué au couple polyion-contreion1,54. Mais, cette approche expérimentale n'est valable que
lorque le polyion est complètement chargé.

2.4.2. Signification physique de S^ et de Sz

La fonction de structure de charge Srl représente évidemment la distribution spatiale des charges, ou
l'ordre relatif des charges dans le fluide. Dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire", c'est aussi la
fonction de réponse à l'application d'un champ électrique externe faible de vecteur d'onde q. En
envisageant un champ électrique produit par une densité de charge de composante de Fourier eàiext(q),
le potentiel électrostatique est donné par l'équation de Poisson :

<%xt(q)=2e*ext(q) (45>
«I

Cette perturbation induit une fluctuation de charge totale dans le fluide (5z(q), proportionnelle à l'énergie
d'interaction e<50ext(q). On a :

<5z(q)=^zz(q)e<sVext(q) (46>
où ^zz(q) est 'a susceptibilité ou fonction de réponse du fluide pour la charge, due aux fluctuations
thermiques à l'équilibre. Elle décrit la relaxation ou la dissipation de l'énergie d'excitation -
<5z(q) e <50ext (q) et est reliée à la fonction de corrélation Szz(q) par le théorème fluctuation-dissipation53 :

Szz(q)=-kBT2zz(q) (47)
La réponse d'un fluide ionique à un potentiel électrostatique externe peut également être décrite par une

fonction diélectrique £(q) , définie par (milieu isotrope) : f (q)qE = qD , où E et D sont les vecteurs
champ électrique et déplacement. En reliant les champs E et D aux densités de la charge totale et de la
charge externe par les équations de Maxwell, et en tenant compte des relations précédentes, on obtient53'55
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e(q) q2e q2fkBT

ce qui indique que l/e(q) ^ 1, puisque Szz(q) > 0.

En introduisant la longueur d'écran de Debye KD' (KD3=4îtlBI ; 1B est la longueur de Bjerrum

( 1 B = e2 /47tek BT ) ; I, la force ionique (I = ]T Z2c )), l'Eq. (48) devient :

a

TT=i-4szz(q) ^e(q) qzl
Le terme croisé S, représente le couplage, lorsqu'il existe, entre l'ordre moléculaire et l'ordre coulombien.
C'est aussi une fonction de réponse, et la susceptibilité ou admittance associée est définie par une relation
analogue à (46) :

<5n(fl) = 2nz(q><tyext(q) (50)

2.4.3. Conditions de Stillinger-Lovett

Dans la limite thermodynamique (q » 0), les fonctions de structure S et Sn, vérifient certaines
conditions qui correspondent aux règles de somme établies par Stillinger-Lovett pour les fluides
ioniques56. Ces conditions sont reliées à l'électroneutralité globale des solutions et à la notion d'écrantage.
A q = 0, l'électroneutralité globale impose :

Z(q = 0) = jd3rz(r) = 0 (51)

ce qui conduit à :

S2I(q=0) = S!(q=0) = 0 (52)
En reportant (52) dans le système (44), on dérive facilement une condition équivalente pour les fonctions
de structure partielles (cas d'un polyion complètement chargé) :

Smm (q = 0) = Smc (q = 0) = Scc (q = 0) (53)
Les Eq. (52) et (53) constituent la première condition de Stillinger-Lovett, et traduisent le fait que la
charge d'un ion est complètement écrantée par tous les autres de la solution.

La seconde condition de Stillinger-Lovett porte sur l'écrantage à des distances finies mais
néanmoins suffisamment grandes (q » 0). Pour la dériver, on peut utiliser une propriété générale de tous
les systèmes chargés (métaux y compris)53'55 :

limq^o-?T = 0 (54)
M £(q)

qui équivaut à : limq_>0{<5pext(q)+ &(q)}= 0 (54')

et qui est une formulation différente de l'écrantage. En reportant (54) dans (49), on obtient :

2

imq^oSzz(q)=-92-I (55)

Pour la fonction sans dimension S,JcN , où c est la concentration molaire, on a donc :

2
,. S77(q) q
limq^0 T-=2-2- (55)

uva *D
ou, en tenant compte de la condensation de Manning57 et en notant t. la fraction de contreions condensés :

S(q) q2

lim^0~Sr=2(1_Tc)^ (55"}C/Va K"D

Ces relations (55), qui conduisent à 2 règles de somme pour les fonctions de distribution de paires

partielles 6, ne sont observables que dans le domaine de vecteurs de diffusion qK^' < 1 . Dans ce domaine,

le même comportement en q3 est obtenu pour le terme croisé Sn,(q). Ceci indique que les fluctuations de
charge et de densité sont indépendantes, pour une échelle spatiale suffisamment grande.

Au-delà, soit pour qK~' > 1 , il n'y a plus de condition universelle ou de règle de somme, car il faut tenir
compte des interactions non coulombiennes (à plus courte portée). Pour les electrolytes, différents calculs
ont été proposés53,5859 ; pour les polyélectrolytes, une approche de champ moyen a été utilisée qui permet
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de relier la fonction de structure de charge au facteur de forme du polyion5254. Elle n'est correcte que dans
la limite d'une condensation des contreions faible (couplage faible).

2.4.4. Fluctuation de charge <zv2> et fonction de structure de charge Szz(q)

Les propriétés de la fonction de structure de charge Sn, ont été étudiées par les théoriciens de la
physique des plasmas5'. A l'équilibre thermodynamique, la valeur moyenne de la charge dans un volume
V donné <ZV> est nulle. Son écart quadratique moyen <ZV2> est non nul et, ce qui est remarquable et
différent des fluctuations de densité <NV>, c'est que cette quantité n'est pas extensive. En effet, <ZV2> est
proportionnel à la surface S qui délimite le volume V, alors que <NV2> est proportionnel à V. Par ailleurs,
les fluctuations de charge sont reliées à S (q), par la relation54'" :

q
ce qui, pour un milieu isotrope, devient :

<ZV> _ A.tAhM- = 4;rfdq^ (56.)

o 1

L'intégrale de la fonction Szz (q)/q2 est donc une mesure des fluctuations de charge.

2.4.5. Usage desfonctions Snn, S^ et Snz

Ces fonctions permettent d'aborder les problèmes suivant :

1 -Corrélation entre l'ordre moléculaire et l'ordre coulombien- Il suffit d'étudier la fonction Sra, ou de
comparer Snn avec Sn. Lorsqu'il y a corrélation entre l'ordre moléculaire et l'ordre coulombien, la fonction
Snl est non nulle pour q > 0. On peut remarquer qu'une telle corrélation n'existe pas forcément. Ainsi, la
fonction Sn7(q) est nulle quelle que soit la valeur de q pour certains sels fondus53. Par ailleurs, l'observation
de comportements analogues pour les fonctions Snn(q) et Sa(q) constitue en soi une preuve d'une
corrélation entre les fluctuations de densité et les fluctuations de charge

2-Condensation des contreions- Une méthode, pour aborder ce problème, est d'utiliser les
conditions de Stillinger-Lovett. Cela nécessite des mesures délicates aux faibles valeurs de q. Toutefois,
lorsque ces conditions sont satisfaites, on peut mesurer une longueur d'écran de Debye effective (Eq.
(55)) et obtenir une information directe sur la condensation de Manning

3-Comparaison des fluctuations de charge avec les fluctuations de densité- On peut rappeler que
dans certains sels fondus, on observe S77(q)>Snn(q) et des oscillations caractéristiques de S(q). Dans le cas
des polyélectrolytes, ce comportement est assez rare. Mais, cela dépend de la conformation des polyions
et de la concentration. Ainsi des résultats similaires ont été obtenus avec des fragments d'ADN60. Aux
faibles concentrations, Sm domine, mais à plus forte concentration, lorsque la structure est cholestérique,
S est plus important. Une telle inversion n'est pas observée avec les polyélectrolytes linéaires plus
flexibles

4-Evaluation des fluctuations de charge- D'après l'Eq. (56'), il suffit de déterminer S et de mesurer

la surface délimitée par la fonction SZ!(q)/q2 et l'axe q. De cette manière, on obtient aussi une

information indirecte sur la condensation de Manning.

3. PARTICULES SANS INTERACTION : FACTEURS DE FORME

Dans cette partie, nous supposons que les solutions sont idéales, c'est-à-dire que les corrélations
intermoléculaires sont négligeables, ou que l'expérimentateur a réussi à extraire de sa mesure les
corrélations intramoléculaires. On peut rappeler qu'il existe deux situations :

1-1' expérimentateur dispose d'un modèle pour le terme intermoléculaire. Cela recouvre : la méthode
d'extrapolation à concentration nulle de Zimm34 ; les approches de champ moyen2,17,19,6165 ; la méthode de

Hayter-Penfold66,67, pour les colloïdes durs
2-il ne dispose d'aucun modèle. Dans ce cas, il marque une partie des particules et utilise la

méthode d'extrapolation à fraction de particules marquées nulle1,10'2', ou la variante du contraste moyen
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q
ce qui, pour un milieu isotrope, devient :

<ZV> _ A.tAhM- = 4;rfdq^ (56.)

o 1

L'intégrale de la fonction Szz (q)/q2 est donc une mesure des fluctuations de charge.
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3. PARTICULES SANS INTERACTION : FACTEURS DE FORME

Dans cette partie, nous supposons que les solutions sont idéales, c'est-à-dire que les corrélations
intermoléculaires sont négligeables, ou que l'expérimentateur a réussi à extraire de sa mesure les
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1-1' expérimentateur dispose d'un modèle pour le terme intermoléculaire. Cela recouvre : la méthode
d'extrapolation à concentration nulle de Zimm34 ; les approches de champ moyen2,17,19,6165 ; la méthode de

Hayter-Penfold66,67, pour les colloïdes durs
2-il ne dispose d'aucun modèle. Dans ce cas, il marque une partie des particules et utilise la

méthode d'extrapolation à fraction de particules marquées nulle1,10'2', ou la variante du contraste moyen
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nul1,68'69. La technique de diffusion de neutrons associée au marquage isotopique hydrogène-deutérium est
alors essentielle'.

En principe, à partir de la fonction de structure intramoléculaire, on peut remonter à la fonction
d'autocorrélation de la densité (fonction de Patterson) qui décrit la forme moyenne de la particule dans
l'espace réel. Il suffit en effet de réaliser une transformation intégrale de Fourier. Cela implique toutefois
une exploration de tout l'espace réciproque. En pratique, cela n'est jamais réalisé et il faut extrapoler le
facteur de forme pour q »°°, et éventuellement aussi pour q >0, de façon à ne pas tronquer la
transformation de Fourier10'4. Avec les polymères, l'extrapolation à q »°° est malheureusement
impossible (la structure locale n'est pas universelle). On procède donc différemment. On calcule les
fonctions de structure à partir de modèles que l'on compare ensuite à la mesure faite dans un intervalle de
valeurs de q. Nous allons décrire les principaux modèles qui permettent de faire ce type d'analyse.

3.1. Domaine de Guinier et domaine asymptotique

On peut considérer deux échelles spatiales, suivant que l'on mesure des distances moyennes
supérieures ou inférieures au rayon de giration R . Dans l'espace réciproque, cela correspond au domaine
de Guinier (qRg<l) et au domaine asymptotique (qRg>l).

3.1.1. Domaine de Guinier (qRg<l)

Lorsque la résolution spatiale est faible, c'est-à-dire dans la limite qRg<l, on peut utiliser un
développement du facteur de forme limité aux deux ou trois premiers termes. D'après les Eq. (19) et (20),
pour des particules non orientées à 3 dimensions, on a :

gi(q) = N[i+ £(-Dn:r^q2n < f2n >] (57)
n=l * '*

où < r n > est le moment d'ordre 2n défini par les relations (27) et (28). Si on ne sait rien a priori sur la
forme des particules, il est illusoire de considérer un développement à un ordre 2n>4. Le nombre de
paramètres ajustables devient en effet trop grand. A l'ordre 2n=2, le développement (57) donne une
relation bien connue, valable quelle que soit la forme des particules1 :

T q2R2
g,(q)=N 1 	 jJ- + o(q2)

A l'ordre 2n=4, (57) devient :

gl(q)=N[l-y + ^y2 + o(y2)] (58)

avec y = 	 È (59)

- 3 < r4 >
et Ç = 	 =-*- (60)

20(R2)2

£ est un paramètre structural qui caractérise la forme de la particule70,71. Pour les macromolécules
linéaires, on considère le plus souvent la représentation de Zimm34, ou celle de Berry72. L'Eq. (58) est
alors remplacée par :

(Zimm) -p-=i[l + y-(^-l)y2+o(y2)] (61)
gi(q) N

(Beny) ;/gW=^[1+H(^2+o(y2)i (62)

La représentation de Guinier3 (Log[g,(q)] en fonction de q2) est rarement utilisée car, au moins pour les

polymères linéaires, l'approximation g, (q) = exp[-q2R2 /3] n'est valable que pour qR8«l. On peut

montrer que le choix d'une représentation dépend de l'ordre du développement que l'on considère. Pour
une chaîne idéale, il est préférable de prendre la représentation de Berry si l'on considère l'ordre 2n=2.
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Par contre, à l'ordre 2n=4, les représentations de Zimm et de Berry sont équivalentes. Finalement, il faut
aussi tenir compte de la polymolécularité. En considérant la représentation de Zimm, l'Eq. (61) devient :

-^-=T^-n + y-(<rP-i)y2 + o(y2)] (63>
si(q) Nw v

_ q2 < R2 >z
avec y = 	 *	 (64)

- 4

et ÇD = 	 <\>7h (65)
P 20<R2>2

où < ... >z dénote une moyenne z sur la distribution en masse moléculaire (Annexe I).
Les expériences réalisées dans le domaine de Guinier permettent de mesurer un rayon de giration

Rg, un paramètre de structure interne Ç et, par extrapolation à q=0, un degré de polymérisation N, ou une

masse M=Nm, si l'expérimentateur a pris soin de faire des mesures absolues73. En pratique, Ç donne une

information structurale relativement pauvre. Pour connaître la conformation moyenne, il faut donc
réaliser plusieurs expériences et établir une loi Rg=f(M). Pour les macromolécules linéaires ou branchées
en forme d'étoile, on observe : RgocMv, avec v=l/2 pour une statistique gaussienne et v=0.588=3/5 si l'on
tient compte d'un effet de volume exclu2,1728. Cela requiert des échantillons bien caractérisés sur un large
domaine de masses moléculaires. Il faut alors souligner le fait qu'il est difficile d'accéder au domaine de
Guinier des polymères de grandes masses avec les rayons-X et les neutrons.

3.1.2. Domaine asymptotique (qRg>l)

On augmente la résolution spatiale et on mesure les corrélations internes. La polymolécularité ne
joue plus qu'un rôle mineur et on obtient une information sur la structure à partir d'une seule masse
moléculaire. Cette information s'obtient en comparant les facteurs de forme expérimentaux aux facteurs
de forme de modèles, en utilisant différentes représentations (log-log, représentation de Kratky,
représentation de Holtzer...). Lorsque l'un d'entre eux convient, la difficulté majeure est de démontrer
qu'il est unique. De ce point de vue, les mesures absolues sont essentielles. Nous décrirons les modèles
qui sont couramment utilisés pour les macromolécules linéaires et les macromolécules branchées en
étoile. On peut aussi remarquer que pour les polymères flexibles, il est d'usage de diviser le domaine
asymptotique en deux parties, suivant que l'on considère des distances plus grandes ou plus faibles que la
longueur statistique b, ou la longueur de persistance lp (Annexe II). A faible résolution, la structure locale
ne joue aucun rôle et on parle de domaine intermédiaire :l/Rg<q<l/b. Le domaine asymptotique
correspond alors à : qb>l.

3.2. Particules homogènes

3.2.1. Fractales

La plupart des courbes que l'on rencontre dans la nature ne sont pas continues rectifiables et la
géométrie différentielle élémentaire ne permet pas de les décrire. Ce sont des objets fractals de forme
irrégulière ou chaotique81. Ces courbes ont des propriétés géométriques invariantes d'échelle, c'est-à-dire
qu'elles présentent une symétrie de dilatation. Toute partie est statistiquement invariante au tout. La
trajectoire d'une particule brownienne est un exemple de fractale. Quelle que soit l'échelle spatiale à

laquelle on l'observe, elle offre un aspect identique. Pour définir le contenu d'un objet fractal, ou la
compacité de sa structure, on introduit la dimension fractale D. Elle quantifie la manière avec laquelle la
masse M, ou le nombre d'unités structurales, augmente avec la taille de l'objet R:

M oc RD (66)
Les polymères linéaires sont des exemples d'objets fractals et leur symétrie de dilatation permet de les
décrire par des lois d'échelle"'82'83. Pour une chaîne gaussienne, on a D=2, et pour une chaîne avec volume
exclu, D=l/v=l. 7=5/3 (pour d=3). Plus généralement, les objets fractals sont générés par différents
processus de croissance. Une mesure de D permet alors de caractériser ce processus. Pour ce type
d'objets, il est possible de formuler une loi générale pour la fonction de structure intramoléculaire S,(q).
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La propriété d'invariance d'échelle conduit à une fonction de distribution de paires homogène, qui
implique une loi de puissance pour des distances r< R

< n(r)n(0) >°= r"'(d-D) (67)

où d est la dimensionnalité d'espace
fonction de corrélation conduit à :

D, la dimension fractale. La transformée de Fourier de cette

pour qR>l S,(q)«q' (68)

Une décroissance de ce type peut être mise en évidence en utilisant la représentation logarithmique et, de

façon encore plus précise, en utilisant la représentation qDS,(q) en fonction de q. Le préfacteur de cette loi
de puissance est aussi un paramètre important. Il permet de distinguer entre deux modèles correspondant
à une même valeur de D. Pour les macromolécules linéaires, on définit ainsi un paramètre universel PM

par la relation"85: P(qR) = 	 ^5- (69)

(q2R2/6^
où R2 représente l'écart quadratique moyen de la distance entre extrémités de la chaîne. Evidemment cette
approche néglige la structure locale. Elle n'a de sens que dans le domaine intermédiaire.

3.2.2. Macromolécules linéaires

Les modèles qui permettent de décrire la conformation moyenne se classent naturellement en

fonction de la résolution spatiale (Fig. 3).
A faible résolution, le monomère est quasi ponctuel et une conformation de la chaîne peut être

représentée par un modèle de filament. Si la chaîne est rigide, ce filament correspond à une courbe
analytique. Par contre, pour une chaîne souple ou flexible, il s'agit plutôt de la trajectoire d'une particule
brownienne avec ou sans effet mémoire. Il est alors impossible de définir une tangente en un point du

filament (fractale).

Fig. 3 Représentation (2d) d'une
conformation du polystyrène atactique a/
pour une échelle spatiale plus grande que la
taille du monomère, une conformation nous
apparaît comme un filament ou la trajectoire
d'une particule brownienne b/ à une échelle
locale, les groupements phényles sont
responsables d'une extension latérale r qui est
de l'ordre de 4 À. En première
approximation, on peut représenter une
conformation par un modèle de cylindre
courbé.

A haute résolution, ce modèle de filament n'est plus correct car les détails de la structure du monomère se

révèlent. On peut alors décrire une conformation en énumérant la succession des conformères (dimère,
trimère, tétramère...; tttg*,g'ttg*...). C'est l'approche du modèle des isomères de rotation. Mais on peut
aussi représenter une conformation par un modèle de cylindre avec des fluctuations de courbure. Ce
modèle a l'avantage de décrire la structure locale de la chaîne par un petit nombre de paramètres.

Considérons le modèle de filament. Localement, les caractéristiques intrinsèques sont sa

courbure 1/R et sa torsion 1/T. Ces grandeurs ne dépendent pas du système de coordonnées et

permettent de remonter à la géométrie d'une conformation (formules de Frenet). La structure de la chaîne
est alors la moyenne à l'équilibre thermodynamique de ces geometries. Elle dépend des interactions entre
monomères et deux types d'interactions sont à considérer.

* Interactions à longue distance le long de la séquence chimique
Pour les macromolécules neutres, elles sont représentées par un potentiel à symétrie sphérique de

type Lennard-Jones, avec une partie répulsive de coeur dur et une partie attractive de type London-Van
der Waals. La partie répulsive est reliée au volume d'un monomère. Comme la partie attractive peut
s'annuler par la présence d'un solvant, cette interaction typiquement macromoléculaire est appelée effet de

volume exclu. Lorsque l'on confine ce potentiel le long de l'axe de la chaîne, on le remplace par un
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pseudo-potentiel1786 V(r)=kBTv5(r), où v est le paramètre de volume exclu. Ce paramètre dépend de la
structure chimique et de la température. D'un point de vue thermodynamique, il correspond à un
covolume, ou un second coefficient du viriel :

v(T) = fd3r(l-exp(--^)) (70)

Il a deux contributions : une première, d'origine entropique, qui assure la solubilité ; une seconde,
d'origine enthalpique, qui est associée à une répulsion monomère-solvant, et donc une attraction effective
monomère-monomère" 17,2°. Suivant que v est nul, positif ou négatif, on obtient trois structures différentes.

Pour v=0, il n'y a aucune interaction à deux corps et on peut, en première approximation, négliger
les interactions à trois corps. La chaîne est idéale et une conformation correspond à la trajectoire d'une
particule brownienne sans effet mémoire. C'est le modèle de la marche au hasard. Inscrite sur un réseau,
cette marche se fait en N pas de longueur b. N est proportionnel au degré de polymérisation N et b est la
longueur statistique de Kuhn (le lien entre cette grandeur et la longueur de persistance, qui représente la
rigidité locale de la chaîne, est donné dans l'Annexe II). Ce modèle de marche au hasard décrit une chaîne
réelle dans un fondu de chaînes identiques (d=3), ou dans un mauvais solvant à la température 9 du
couple polymère-solvant.

Le cas v>0 correspond à la chaîne avec volume exclu. Les interactions répulsives dominent et une
conformation du filament représente la trajectoire d'une particule brownienne qui évite les endroits par
lesquels elle est déjà passée. C'est le modèle de la marche au hasard avec exclusion (auto-évitante) qui
conduit à une statistique reliée à la théorie des phénomènes critiques, et au groupe de renormalisation17,87.
Il décrit une chaîne réelle dans un bon solvant.
Le cas v<0 correspond à une interaction attractive entre monomères et donc à un collapse des chaînes. Il
ne sera pas envisagé par la suite.

La classification que nous venons d'énoncer en utilisant le paramètre de volume exclu v(T) peut
également se faire avec l'aide du paramètre d'interaction de Flory-Huggins X(T), lorsque l'on considère un
modèle de réseau"1720. Le cas de la chaîne idéale correspond à X=l/2 ; celui de la chaîne avec volume
exclu, à %=0. On a en effet la relation :

v=b3(l-2%)
X représente la contribution enthalpique au paramètre de volume exclu.

* Interactions à courte distance le long de la séquence chimique
Elles ne sont plus typiquement macromoléculaires et on les retrouve en particulier dans le cas des

oligomères. Pour les macromolécules flexibles, elles résultent essentiellement d'un effet stérique qui est la
restriction à la rotation autour des liaisons carbone-carbone de la chaîne principale. Cet empêchement à la
rotation interne, dû à l'interaction entre orbitales électroniques des atomes voisins le long de la séquence
chimique, correspond au phénomène d'isomérisme de rotation88. Pour des distances curvilignes (s) entre
monomères assez grande, ces interactions peuvent évidemment être ignorées. Dans le modèle du filament,
elles conduisent à envisager une courbure 1/R et une torsion 1/T. A chaque conformation est alors
associée une énergie élastique qui dépend de ces deux grandeurs. La forme analytique que l'on choisit,
fixe le modèle de structure.

En négligeant la torsion et en considérant une énergie élastique locale de la forme (loi de Hooke) :

v<!HK«(i5>2 (71)
où Ks désigne un module d'élasticité représentant la résistance à la flexion, on définit le modèle de

chaîne à longueur de persistance de Porod-Kratky (Annexe II). Dans ce modèle, la courbure à l'équilibre
thermodynamique est nulle et les fluctuations d'orientation des tangentes au filament sont caractérisées
par la fonction de corrélation :

< u(s)û(0) >= exp(-y-) (72)

où L représente la longueur de persistance. On a :

'-&
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Pour s>lp, on retrouve un problème de marche au hasard et b = 21p (Annexe II). Une conformation du

filament est alors la trajectoire d'une particule brownienne dont l'orientation de la vitesse change
graduellement. Il y a une analogie entre la longueur de persistance et le temps de collision du modèle de
Langevin du mouvement brownien. La longueur de persistance permet aussi de distinguer les polymères
rigides des polymères flexibles. La classification se fait à l'aide du rapport lp/L, où L est la longueur de

contour du filament. Une chaîne flexible correspond à L/L «1 et une chaîne rigide, à lp/L »1. Ce
modèle de Porod-Kratky décrit la structure locale des chaînes flexibles mais aussi la conformation globale
des chaînes rigides. En particulier, il s'applique aux polymères conjugués89,90, aux polyélectrolytes ' ' et
aux macromolécules naturelles qui sont sous forme d'hélices à l'état natif3. La rigidité est alors
principalement reliée à la structure électronique des électrons Tt9495, aux répulsions électrostatiques96 et aux

liaisons hydrogènes97.
En introduisant une courbure à l'équilibre thermodynamique 1/R>0, l'énergie élastiqr" locale devient :

V(s)^K«(iri)2 ' (74)
C'est une extension du modèle de Porod-Kratky qui a été proposée par Kirste78, pour laquelle la relation
(73) reste valable. C'est le modèle de la chaîne à longueur de persistance avec persistance de courbure. Il
permet, en particulier, de décrire la conformation moyenne du polyméthacrylate de méthyle
syndiotactique (PMMAS).

Finalement, la forme la plus générale de l'énergie élastique locale est75 :

V(s)=±KR(^-j-)2+±KT(~j-)2 (75)
2 R(s) R0 2 7(s) T0

où K et K,. sont les modules d'élasticité associés à la courbure et à la torsion (K contrôle les fluctuations
de la tangente au filament ; Kj, celles de la normale principale ou rayon de courbure); 1/R et 1/T, la
courbure et la torsion à l'équilibre thermodynamique qui définissent une hélice droite ou gauche suivant
le signe de \ITa. La torsion est introduite indépendamment de la courbure car ces grandeurs constituent
les axes principaux du tenseur d'élasticité locale. Cette extension du modèle de Porod-Kratky a été initiée
par Kirste78 et étudiée en détail par Yamakawa et ses collaborateurs7'. C'est le modèle de chaîne à

longueur de persistance en hélice. Les moyennes qui décrivent la structure dépendent théoriquement de

quatre paramètres. Cependant, le rapport K^/K,. est compris entre 1 et 1 .5. Son influence sur les diverses
moyennes est donc faible. En pratique, on prend K//Kr= 1 et trois paramètres suffisent pour caractériser la
structure de la chaîne : la longueur de persistance du modèle de Porod- Kratky (Eq. (73)), le rayon p et le
pas h de l'hélice définis par :

	 1 1 In 1

P=«o(Rà2W) ro(*62+2ô2)
Il faut remarquer que ce modèle est un peu artificiel. Pour les polymères flexibles, une persistance de
courbure permet déjà de décrire les cas spécifiques comme le PMMAS. Pour les polymères naturels qui
constituent des hélices à l'état natif, à la résolution spatiale de la plupart des expériences, on peut se

contenter d'un modèle de filament avec épaisseur.

- Modèle de la chaîne idéale {chaîne de Gauss)
La distribution p(r,s) est solution d'une équation de diffusion17'2"'98. Si l'on considère une marche de N

pas de longueur b (longueur statistique) sur un réseau cubique, cette équation prend la forme :

^ = fv2p(r,s) (77)
os 6

et, en plaçant une extrémité du filament (s=0) à l'origine des coordonnées, p(F, 0) = <5(r) . L'Eq. (77)
suppose s»b et on retrouve les relations connues pour les variables aléatoires gaussiennes :

3

P(r,s) =
1 )2
_ n i exP2k < r(s)2 >

t 3r2 \
2 <F(s)2>,

p(q,s) = exp
( q2<F(s)2>^

< F(s)2 >= sb (78)
/

avec une fonction de distribution de paires (2 p(F) ) de forme coulombienne. On a en effet :

3 1

p(r) = J^dsp(F,s)= -
l7to r
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solution de l'équation de Laplace : -ô(r) = (b/6)V?p(r), obtenue en sommant par rapport à l'abcisse
curviligne s les deux membres de l'Eq. (77).

Ces relations conduisent aux paramètres structuraux suivants :

<r=7 (80)
4

gl(q) = NPD(x) = n4"[x-1 +exp(-x)] (81)
xz

avec x = q2R2 . La valeur obtenue pour le paramètre Ç est franchement différente de celle qui prévaut

pour une sphère (3/7=0.43)2,3,99. Elle est proche de la valeur relative au modèle de bâtonnet
(18/25=0.72) '' . Cela montre indirectement que la conformation moyenne d'une macromolécule linéaire
n'a absolument rien à voir avec une sphère. En première approximation, elle ne peut être représentée que
par un volume anisotrope. Le facteur de forme a été calculé par Debye101 et on peut aussi, avec une assez
bonne précision (<10%), remplacer Prj(x) par l'approximant Iorentzien102 :

Pb00=(l+!) (82)

Pour qRg«l, on retrouve le développement (58), avec la relation (80). Pour qRg»l, on obtient :

P(x)=-(l--)«- (83)
x V xy x

Si la chaîne est infiniment longue, le second terme de cette expression est nul. Pour une chaîne de
longueur finie, il permet en principe de déterminer une masse moléculaire. Mais, ce terme ne joue un rôle
que dans un domaine de vecteurs de diffusion où les corrélations locales deviennent importantes. En
conséquence, l'expérimentateur le néglige et utilise la relation :

MLgoo_12ML 1

m q2 mb q2

où b est la longueur statistique ; ML=M/L, la masse par unité de longueur de la chaîne ; m, la masse
molaire d'un monomère. Cette relation s'obtient aussi en utilisant l'Eq. (24), ou encore en considérant la

transformée de Fourier de l'équation de Laplace relative à p(F) : -1 = - q - (gi(q) = S00(q)),
6 2

lorsque la résolution spatiale est fixée à la taille du monomère. Dans le domaine intermédiaire, on
retrouve le comportement d'un objet fractal (D=2, Po=2) et gj(q) ne dépend plus de N, ou de M.

* En pratique, si la chaîne est gaussienne (solvant 9 ou fondu de chaînes identiques) :

1-la mesure du rayon de giration faite dans le domaine de Guinier, permet de déterminer la longueur
statistique, ou la longueur de persistance. On a en effet, à partir de (79) :

R2= M= E-M (85)
g 6ML 3ML

2-le préfacteur de la loi d'échelle relative à gj(q) dans le domaine intermédiaire ne dépend aussi

que de la structure locale. Les mesures absolues permettent une détermination de b=21p. Par ailleurs, on
observe la loi d'échelle (84) pour qRg>5. Cette limite vaut pour des chaînes monodisperses. Une forte
polymolécularité l'augmente sensiblement.

* Influence de la polymolécularité :

1-dans le domaine de Guinier, on détermine la moyenne z du carré du rayon de giration et le terme
i reste identique (Eq. (80)). En considérant une distribution de Schulz-Zimm (Annexe I), on peut

remonter à la moyenne w, avec l'expression :

<R^>W=172TJ<R^>Z (86)
2-plus généralement, on mesure103 :

<gi(q)>w=Nw <PD(q)>z avec

«i®-^* =r^ <84>
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<PD(q)>Z =
irO+u)

[J7-l+(l+Ui?)TJ]

Le comportement asymptotique correspond alors à :

g2 < Rg >w
77 = 	 s	' 1+U

,-, 12ML 1

g,(q) =

(87)

1-
6M,

q2MNbmb q

On retrouve une relation proposée initialement par Benoît104. Le premier terme est identique à l'Eq. (84).
Le second suggère que l'on peut aussi mesurer MN, en utilisant la représentation de Zimm ou la
représentation q4gi(q) en fonction de q2. Mais pour les raisons évoquées précédemment, cette mesure est

délicate, voire impossible.

- Modèle de la chaîne avec volume exclu (chaîne de Kuhn). L'effet de volume exclu conduit à une
structure moins compacte que la chaîne idéale (gonflement). Il implique aussi une statistique
inhomogène. La relation (18) n'est plus correcte et la conformation moyenne est décrite par des

distributions PL(r,S],s2), ou des fonctions caractéristiques pL(q,s,,s2) , qui dépendent des positions des

monomères le long de la séquence chimique. Leur détermination est un problème difficile qui requiert les

techniques du groupe de renormalisation ou les techniques numériques On peut toutefois le
simplifier en considérant une statistique homogène et en utilisant l'analogie avec les phénomènes
critiques49. Cette approche a l'avantage de conduire à des paramètres structuraux qui sont en accord avec

les résultats expérimentaux9'49,106.

Pour d=3, les distributions peuvent se mettre sous la forme107 :

Pl(î,s) = C
<r(s)2>

3

2 '
-2
r

C =

h±l
(6k+3)

< r(s)2 >

D =

exp -D
< r(s)2 >

(88)

m
m

-)

')
< F(s)2 >= Bks2v

avec une fonction de distribution de paires (2 p(F) ) :

P(F) = -
v

As 2v

1

-l/2vr[^+3)-lBt

vS ) Ak

1

3-l/v
1+1/2 v

L'expression (88) n'est qu'une approximation qui correspond au produit des comportements pour r/R«l
et r/R»l. Elle peut être justifiée par un certain nombre d'arguments. En particulier, elle décrit bien les

résultats des études numériques48108. Elle a aussi l'avantage de redonner la distribution gaussienne lorsque

v=0.5 et 9=0 (ou 7=1). v est l'exposant de volume exclu (0.588) ; 8= 1/(1 -v) (2.427) ; T, la fonction

gamma complète définie par T(a) = Tdt talexp(-t) . Les constantes C et D s'obtiennent à partir des

conditions : jd3rp*(F,s) = 1 et Jd3rF2p*(F,s) =< F(s)2 >. L'exposant de contact 9k et le préfacteur Bk

dépendent de la position des monomères le long de la séquence chimique, ce qui traduit l' inhomogénéité
de la statistique. Trois cas limites sont envisagés sur la Fig. 4, correspondant aux situations k=0, 1 et 2.

Pour la distance entre extrémités d'une longue chaîne (k=0), on a :=(-/)/ (0.275 puisque Y=L1615)1847.

Par contre, on ne dispose d'aucune relation entre les exposants 9k, y et v lorsque les monomères ont des

positions arbitraires le long de la chaîne. Pour la distance entre une extrémité et un point à l'intérieur du

filament (k=l), on a : 9,=0.459 ± 0.003. Pour la distance entre deux points à l'intérieur du filament (k=2),
on a : 9j=0.7 1 ± 0.0547. Les distributions relatives à ces trois situations sont présentées sur la Fig. 4. On
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situations sont présentées sur la Fig. 4. On peut aussi remarquer que le préfacteur Bk augmente lorsque
l'on passe de la situation k=0 à la situation k=2 (Bo<Bi<B2)' Ainsi, la dimension moyenne d'une sous-
chaîne est plus grande que celle de la chaîne libre équivalente, et le gonflement, qui est plus important
dans la partie centrale de la chaîne, décroît lorsque l'on se déplace vers une de ses extrémités.

Fig. 4 : Distributions de probabilité des
distances entre deux monomères pour une
chaîne de Gauss et une chaîne de Kuhn (d=3)
	 , chaîne de Gauss (6=0, 8=2) ; 	 , k=0
distance entre extrémités d'une chaîne de
Kuhn (00=0.275, 5=2.427) ; ., même
situation d'après un calcul de renormalisation
au premier ordre en £ =4-d"° ; 	 , k=l
distance entre une extrémité et un point à
l'intérieur de la chaîne (G,=0.459, 5=2.427) ;

, k=2 distance entre deux points à
l'intérieur de la chaîne (92=0.71, 5=2.427)

V«r*(s)>

La différence entre la statistique de Gauss et celle de Kuhn, porte essentiellement sur les
comportements aux faibles distances des distributions, et en particulier à r=0. On s'attend donc à
retrouver cette différence aux grandes valeurs de q sur les fonctions caractéristiques et le facteur de forme
du filament. Le même raisonnement s'applique au facteur de forme d'une sous-chaîne de Kuhn, lorsque
l'on étudie son évolution en fonction de sa position le long de la séquence chimique. Les différences, bien
que plus faibles, sont davantage marquées aux grandes valeurs de q. La validité de l'hypothèse d'une
statistique homogène pour la chaîne de Kuhn dépend donc de la résolution spatiale que l'on considère.
Elle est d'autant plus correcte que la résolution est plus faible. Des calculs Monte Carlo confirment cette
analyse1". Dans tous les cas, la limite expérimentale est l'effet de la rigidité locale de la chaîne réelle. Les
paramètres structuraux relatifs aux trois situations k=0, 1 et 2, calculés en supposant une statistique
homogène, sont présentés dans le tableau 1. Les différences sont faibles (<10%) et justifient a posteriori
l'hypothèse d'une statistique homogène. On peut toutefois remarquer qu'elles sont plus importantes
lorsque l'on considère le paramètre g^.

D=l/v

C

P~

g~

Tableau 1 : Paramètres structuraux de la chaîne de Gauss et de la chaîne de Kuhn pour d=3.

Chaîne de Gauss

2

0.750

2
12

b

Chaîne de Kuhn
1.7

Analogie avec les phénomènes
critiques (statistique homogène)

(k=0) (k=l) (k=2)
9=0.275 9=0.459 9=0.71

0.740 0.727 0.711

1.58 1.50 1.42

7.25 6.88 6.52

n0.85 R0.85 0.85
B0 Bj B2

Renormalisation
(premier ordre en e=4-d)

Cf."3 cf.85.109

0.706 0.711

0.89 1.09

En supposant une statistique homogène, il est légitime de prendre 9=0.71 car la majorité des
monomères sont à l'intérieur de la chaîne. Par ailleurs, une longue chaîne est analogue à un anneau. Dans
ce cas, il n'y a qu'un seul exposant de contact qui correspond à 9= 0.71

L'Eq. (88) conduit alors aux paramètres structuraux suivant :

>2 T2vR
(89)«î-

R^

2(l+J/)(l + 2v) 2(l+v)(l + 2v)
cette expression est à comparer à un développement au deuxième ordre en £ =4-d (renormalisation)
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«î-*< - -0.0306e2 +o(£2)
6

£ =0.711 (90)

cette valeur est proche de celles obtenues par les calculs de renormalisation (Tableau 1).
La forme asymptotique du facteur de forme, qui se calcule à partir de l'Eq. (24) lorsque la

résolution spatiale est fixée à la taille du monomère, est :

gi (q) =177
q

(91)

avec g =6.52/B1/2v. Pour une chaîne de longueur finie, il existe aussi un terme correctif . Il est

d'ailleurs plus compliqué que dans le cas gaussien car la statistique est inhomogène, et une détermination
de la masse moléculaire n'est plus possible. Mais, compte tenu des remarques faites précédemment, ce
terme est négligeable en pratique. Dans le domaine intermédiaire, on retrouve le comportement d'un objet
fractal (D=l/v, P00 = 1.42) et g^q) ne dépend plus de N, ou de M.

*En pratique si la chaîne est à volume exclu (bon solvant) :

1-la mesure du rayon de giration faite dans le domaine de Guinier ne permet plus de déterminer
facilement la longueur statistique, ou la longueur de persistance. En effet la quantité B qui intervient dans
le préfacteur de la loi d'échelle (89) recouvre la rigidité locale et le paramètre de volume exclu v(T).

2-le paramètre g,,, qui intervient dans la loi d'échelle relative à gj(q) dans le domaine
intermédiaire, ne permet pas non plus de déterminer la rigidité locale de la chaîne. Il est toutefois relié à la

constante universelle R» définie par l'Eq. (69). On a : g_ = P(6/B)"2v. De plus, on observe la loi
d'échelle (91) pour qRg>3. Pour qRg<3, on peut raisonnablement utiliser la fonction de Debye pour
décrire les données expérimentales. Dans ce domaine de vecteurs de diffusion, le facteur de forme d'une
chaîne avec volume exclu est en effet quasi identique à celui d'une chaîne gaussienne de même rayon de
giration9, comme l'indique la Figure 5. En principe cela permet de mesurer un rayon de giration sans
utiliser de développement, dans le domaine qRg<3. Mais ce n'est correct que lorsque les macromolécules
ont une polymolécularité raisonnable.

cr
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	 I
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Fig. 5 : Comparaison des facteurs de forme d'une chaîne de Gauss ( ) et d'une chaîne de Kuhn (....) de même
rayon de giration a/ représentation logarithmique ; b/ représentation de Zimm

* Influence de la polymolécularité :

La polymolécularité ne joue un rôle que pour les faibles vecteurs de diffusion. En considérant une
distribution de Schulz-Zimm (Annexe I), on a :

4v+ + 2Vf + 1

ÇP =0.711- U U

2v+ + 2
U

ny
ce qui est différent du cas gaussien, pour lequel £p = £ , et

,2 ' 1 + U
<Rg >w;

l + (2v+l)U

u

<Rg>Z

(92)

(93)
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On retrouve l'Eq. (86) pour v=l/2.
Finalement, en régime semi-dilué (oc*), les chaînes s'interpénétrent et forment un réseau

temporaire, avec une distance moyenne entre enchevêtrements 4sd qui ne dépend que de la
concentration17,20,62 : c^d(c) = b(b3c)v/(1"3v). A une échelle spatiale plus grande que c^d, la solution semi-
diluée est représentée par un empilement compact de volumes c^d3, dénommés blobs. Ainsi, la
conformation moyenne d'une chaîne apparaît comme un agrégat linéaire de ces blobs (la renormalisation
directe introduit en fait des blobs de taille Çb=c^d. mais on peut identifier ces deux grandeurs en première
approximation" ). A l'intérieur de chaque blob, l'interaction entre monomères est de type volume exclu.
Par contre, entre monomères appartenant à des blobs différents, l'interaction de volume exclu est écrantée
par la présence des autres chaînes, et l'on retrouve une statistique gaussienne. Le facteur de forme d'une
chaîne en solution semi-diluée présente donc deux lois d'échelle dans le domaine intermédiaire '" : une
décroissance en q"2, pour R"g' < q < £jj ; une décroissance en q""v, pour ÇjJ < q < b"1 .

- Modèle de la chaîne à longueur de persistance (chaîne de Porod-Kratky). La distribution p(û,s) de
l'orientation de la tangente au filament en s est solution d'une équation de diffusion :

^ = -J;Vup(u,s) (94)
os b

avec p(fl,0) = 5(3 - Q0) , si la tangente à une des extrémités du filament (s=0) est fixée dans la direction
û"o , et la contrainte |û| = 1 . Cela correspond à une marche au hasard sur une sphère de rayon unité. On
peut résoudre cette équation différentielle en prenant les coordonnées sphériques et en utilisant un
développement en harmoniques sphériques118,119. Cependant cette distribution ne permet de calculer que
les moyennes < r(s)2 >, < r(s)4 >. Le calcul de < r(s)2 > peut se faire plus simplement à partir de la
fonction de corrélation de la tangente au filament (Annexe II) :

< F(s)2 >= sb[l - ^ ( 1 - exp(A)] (95)
2s 2s

Pour le facteur de forme, il faut considérer la distribution bivariée p(r,u,s) pour qu'un point du filament
s se trouve en r , avec une tangente u . Elle est solution d'une équation de Fokker-Planck " :

^P^ = ^V2-p(F,a,s)-ÛV?pfr,a,s) (96)
os b

avec p(r, 3,0) = 8(r)8(u - S0) .

Cette équation différentielle n'a malheureusement pas de solution analytique. Les principales
approximations correspondent à s/b«l ou s/b»l. Muni d'une expression pour la distribution bivariée
p(r, u, s) , le calcul de p(r, s) se fait alors en sommant sur toutes les orientations du vecteur Q :

p(F,s)=fdQuP(F,u,s) (97)

Il serait trop long de décrire l'ensemble des approches123126.On peut toutefois présenter la distribution
correspondant à la première approximation de Daniels (s/b)/»l)121 :

2

p(F's) = (^)2exp(-|b-)
5b 2r2 33r4

1- +-
2 An^v8s sz 40sJb

(98)

Le rayon de giration de la chaîne à longueur de persistance a été calculé par Benoît-Doty127

R2 = b2 y 4=-£- (99)
b bML^-7+7_-cT2(1-exP(-2y))6 4 4y 8y

où L est la longueur de contour de la chaîne ; M, la masse moléculaire ; ML, la masse par unité de

longueur.
On ne dispose pas d'une forme analytique simple du facteur de forme gi(q) qui soit valable pour

toute valeur de q et toute valeur de L (ou L/b). Cependant, dans la limite d'une chaîne infiniment longue,
des Cloizeaux a proposé une représentation en fraction continue et le comportement asymptotique

( limub->~ et limq->~ ) correspond à 4 :

nML 1 4ML 1

m q 3mb q

on retrouve la décroissance caractéristique en q"1 d'un bâtonnet. Pour les modèles de bâtonnet et de
chaînes brisées avec des segments de longueur constante ou statistique , les asymptotes sont
différentes. De façon générale, on a130 :

g.(q) = r+Tirîr (>00>
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os b
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< F(s)2 >= sb[l - ^ ( 1 - exp(A)] (95)
2s 2s
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os b
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2

p(F's) = (^)2exp(-|b-)
5b 2r2 33r4

1- +-
2 An^v8s sz 40sJb

(98)
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b bML^-7+7_-cT2(1-exP(-2y))6 4 4y 8y
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gi(q) =
;?ML 1

+ A-
Mi 1

(101)
m q mb q *

et A dépend du modèle que l'on considère :

A=4/3 pour une chaîne à longueur de persistance
A=-2b/L pour un bâtonnet
A=(«2-4)/2 pour une chaîne brisée régulière
A=(«2-4) pour une chaîne brisée statistique

Pour une chaîne de longueur finie, on peut utiliser le facteur de forme de Sharp-Bloomfield, calculé à

partir de la première approximation de Daniels (Eq. 98)
2 b

g,(q) = NPSB(q) PSB(x)=-2[x-l + exp(-x)] +-
4 7 fil 7 ,

+ 	 + exp(-x)
.15 15x U5 15 '

(102)

2 Lb 2 M>

x = qT = q~r
Cette expression n'est utilisable que pour L/b>10 et qb<3. Cependant, pour les plus grandes valeurs de q,
on peut négliger l'influence de la masse moléculaire M (ou L) et considérer la représentation en fraction
continue de des Cloizeaux124. Cela revient à considérer la juxtaposition de trois expressions analytiques :

Eq. (102), pour qb<3 ; Eq. (100), pour qb>7 ; finalement pour 3<qb<7, on peut prendre1, ' :

gi(q) = N-
11.933 0.01577

+ 0.2988- 0.00925 (qb) (103)
L (qb)2 (qb)

On peut aussi remarquer que pour qb<10 et 0.05<L/b<104, Yoshizaki et Yamakawa ont proposé une
formule d'interpolation fort utile126. La Figure 6 présente ce facteur de forme et l'asymptote calculée par
des Cloizeaux.

01 5qb10 0 10 qb

a b
Figure 6 : Facteurs de forme des chaînes de Kratky-Porod a/ représentation de Kratky (L/b=10(l), 100(2), 1000
(3), 10000 (4), °° (.) ; asymptote (...--) ; facteur de forme d'un bâtonnet infiniment long (	 ), facteur de forme
d'une chaîne de Gauss (..). b/ représentation de Holtzer'" (L/b=10000).

*En pratique, si la chaîne est rigide ou semi rigide :

1-la mesure du rayon de giration faite dans le domaine de Guinier permet de déterminer la longueur
statistique ou la longueur de persistance en utilisant la relation (99). Mais, cela suppose une
polymolécularité faible et des effets de volume exclu négligeables (solvant 9). Si les effets de volume
exclu ne sont pas négligeables, le domaine de validité de l'Eq. (99) est : N = L/b < 150 93.

2-la décroissance en q" du facteur de forme dans le domaine asymptotique (Eq. (100)), est
observable pour qb>7, ou qîp>3.5. Cette condition peut être utilisée pour déterminer la longueur de

persistance . Cependant, dans de nombreux cas (particulièrement pour les polymères flexibles), la
décroissance en q' est masquée par le terme de section de la chaîne (à cette échelle spatiale, les
monomères ne peuvent plus être considérés comme ponctuels). Il faut alors réaliser un ajustement avec un
facteur de forme qui tienne compte de ce terme (cf. modèle du filament avec épaisseur). Par ailleurs, une
mesure absolue permet de déterminer la masse par unité de longueur de la chaîne. Cette grandeur pouvant
être estimée à partir d'un modèle moléculaire, on vérifie ainsi que le modèle est adapté. Toutefois, lorsque
la mesure de Ml ne correspond pas à la valeur à laquelle on s'attend, cela ne signifie pas forcément que le
modèle de chaîne à longueur de persistance soit incorrect. En effet, un phénomène d' adsorption
préférentielle ou l'existence de défauts chimiques sur la macromolécule peut modifier cette valeur. Dans
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ce cas, il faut tenir compte d'un changement du facteur de contraste. Finalement, une faible persistance de
courbure peut conduire à une valeur de masse par unité de longueur légèrement trop élevée si on analyse
les données avec le modèle de Porod-Kratky (Fig. 8).

* Influence de la polymolécularité :

1-dans le domaine de Guinier, on détermine la moyenne z du carré du rayon de giration. En
considérant la distribution de Schulz-Zimm (Annexe I), cette moyenne correspond à1 5 :

i il
U Mw 2\ U1 + 2U Mw b l + U M, 3b

l + U ML 6 ) " 1+2U M ,,-^bU^r
2 M. 1+2U

3bJ
1-1+7l + U ML b

(104)

Pour obtenir de façon précise b ou lp, à partir d'une mesure du rayon de giration, il faut donc connaître la
polymolécularité. En oubliant la polymolécularité, on est amené à faire des erreurs importantes.

2-dans le domaine asymptotique, la polymolécularité ne joue plus un grand rôle. Néanmoins, en
considérant la distribution de Schulz-Zimm, la fonctionne Sharp-Bloomfield devient:

< gl(q) >W= Nw < PSB(q) >z
.2 Lwb

4 7 1 11 1 7 1

+ 	 t. r +-< psB(q) >z=< pD(q) >z +
b l:,// 11/,,_+1A+il ,s

(U77 + lXïï+1J ?7(Ur7 + l)u
où < PD(q) >z correspond à l'Eq. (71).Cette expression n'est utile que pour L/b>10 et qb<3

77 =
l+U

(105)

- Chaîne à longueur de persistance avec persistance de courbure (chaîne de Kirste). Les facteurs de
forme des chaînes à longueur de persistance avec différentes persistances de courbure ont été initialement
calculés par Kirste, en utilisant une méthode de Monte Carlo133,78. En représentation de Kratky, ces
facteurs de forme présentent des oscillations caractéristiques qui se superposent à une décroissance en q"1,

avec une période de plus en plus petite au fur et à mesure que la courbure à l'équilibre thermodynamique
1/R0 augmente. De telles oscillations sont observables sur le facteur de forme du PMMAS, comme le
montre la Figure 7. Yoshizaki et Yamakawa ont aussi donné des formules d'interpolation utiles pour ces
facteurs de forme ainsi que ceux relatifs au modèle de la chaîne à longueur de persistance en hélice126. On
peut remarquer que les oscillations du facteur de forme ne sont pas toujours observables. C'est le cas en
particulier lorsque la résolution spatiale des expériences est faible. L'expérimentateur utilise alors
naturellement le modèle de chaîne à longueur de persistance, voire le modèle de chaîne gaussienne, et les
valeurs de ML et b qu'il détermine ne sont pas correctes. La Figure 8 illustre ce problème. Ainsi, la
hauteur du plateau que l'on observe en représentation de Kratky augmente avec la courbure à l'équilibre
thermodynamique. En décrivant la chaîne par le modèle de Porod-Kratky on obtient évidemment une
masse par unité de longueur trop grande et/ou une longueur statistique trop faible.
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Fig. 7 : Facteur de forme du PMMA syndiotactique et modèle de chaîne à longueur de persistance avec
persistance de courbure (d'après Kirste ' ).o données expérimentales (DXPA) ; 	 facteur de forme du modèle
(b=10.8 À, Rq =6.7 Â ou b/1.62).
Fig. 8 : Représentation de Kratky des facteurs de forme du modèle de chaîne à longueur de persistance avec
persistance de courbure (faible résolution spatiale). La hauteur du plateau augmente avec la courbure à

1 12 3 4
l'équilibre(-=0,ïï,ïï,r,7:). b' b
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Modèle des isomères de rotation et modèle du filament avec épaisseur

* Modèle des isomères de rotation
Lorsque la résolution spatiale augmente, les monomères qui constituent les diffuseurs élémentaires ne
peuvent plus être considérés comme ponctuels. Leur structure joue alors un rôle sur le facteur de forme
des chaînes et le modèle de filament n'est plus valable. La structure d'un monomère de taille moyenne r,
n'est en fait négligeable que pour qr«l. A priori, le modèle le plus réaliste est celui des isomères de
rotation88,134. Une conformation locale de la chaîne est représentée par une succession de conformères
(dimère, trimère, tétramère...; tttg+,g"ttg+...). L'énergie de chaque conformation, ou chaque isomère de
rotation, Ea est calculée par la mécanique moléculaire135, ou les techniques de chimie quantique136, et la
probabilité de chaque conformation est proportionnelle au facteur de Boltzmann (exp(-E0/kBT). Le facteur

Fig. 9 : Représentation de Kratky
des facteurs de forme du
Polyisobutylène calculés à partir
du modèle des isomères de
rotation.'" Différents atomes ou
groupements d'atomes du
monomère sont considérés comme
diffuseurs élémentaires

C
Cl.

q(A")
de forme est alors obtenu, à partir de ces probabilités, en utilisant : des développement en moments des
distances, pour les faibles valeurs de q ; ou des méthodes de Monte Carlo. Les premiers facteurs de forme
ont été calculés en prenant un seul atome par monomère, pour les chaînes de polyméthylène (PM),
polyoxyde d'éthylène (POE) , polystyrène (PS) et polyméthacrylate de méthyl isotactique ou
syndiotactique (PMMAj 0u s) Pour q<0.2 Â et les chaînes de PM, POE et PS, ces calculs sont
identiques aux facteurs de forme de chaînes à longueur de persistance9. Pour les chaînes de PMMA, et en
particulier pour le PMMAS, on retrouve les oscillations caractéristiques du modèle de chaîne à longueur
de persistance avec persistance de courbure. Ces observations montrent que le modèle de filament décrit
correctement la structure locale des chaînes réelles lorsque l'on considère les monomères comme
ponctuels. Pour le polyisobutylène (PIB), toujours sur la base des énergies conformationnelles du modèle
des isomères de rotation138, plusieurs facteurs de forme ont été calculés en considérant différents atomes
ou groupements d'atomes du monomère comme diffuseurs élémentaires139. Ces calculs sont présentés sur
la Figure 9. Hs montrent que la structure du monomère joue un rôle sur le facteur de forme du PIB, pour
q>0.1 À"1. Des expériences de diffusion de neutrons sur des chaînes de PS avec des monomères marqués
sélectivement (deutération de l'ensemble du monomère PSDs, du squelette PSD3H5 ou des goupements
phényles PSD5H3) confirment ce résultat4 . Les facteurs de forme mesurés en bon solvant ou dans un
fondu de chaînes identiques sont donnés sur la Figure 10. La structure du monomère joue un rôle sur le
facteur de forme du PS, pour q>0.03 À"1.

Fig. 10 : Facteurs de forme de
chaînes de PS dont les
monomères sont marqués
sélectivement."'4' a/ chaînes
en bon solvant (CS2)
(représentation de Kratky
modifiée pour tenir compte
de l'effet de volume exclu ;

triangles, PSD,HS ; cercles,
PSD, ; losanges, PSD,H,).b/
chaînes dans un fondu de
chaînes identiques
(représentation de Kratky ;

triangles, PSDjH, dans PSD, ;

cercles, PSD, dans PSH.)
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Le modèle des isomères de rotation présente deux inconvénients majeurs : aux petits angles
(q<0.05 A" ), il ne tient pas compte des effets de volume exclu ; aux grands angles (q>0.2 À"1), il néglige
les fluctuations de densité de longueur de diffusion du solvant au voisinage de la chaîne. Par ailleurs, il
n'est pas universel, au sens où il ne réduit pas le facteur de forme à un petit nombre de paramètres.

* Modèle du filament avec épaisseur
Pour tenir compte de la structure du monomère, on peut aussi utiliser un modèle de filament avec

épaisseur. Le facteur de forme devient1 ,49 :

gi(q) = go(q)^(q) (104)
où g0(q) est le facteur de forme du filament associé à la chaîne ; O(q), celui de sa section. Cette
approximation de type cylindre courbé, n'est correcte que pour des macromolécules très rigides ou pour
le domaine qr=l des macromolécules flexibles. L'épaisseur est caractérisée par une distribution de densité
de longueur de diffusion dans le plan perpendiculaire à l'axe du cylindre. p(x) et pg(x) étant
respectivement les distributions pour le polymère et le solvant, O(q) correspond alors à la transformée de
Fourier de la fonction de corrélation de Ap(x) = p(x) - ps(x) (fonction de Patterson reliée à Ap(x) ). Dans
l'Eq. (104), on suppose que Ap(x) est indépendant de la conformation du filament et de la position le
long du filament. Dans le cadre de cette approximation, on peut aussi utiliser un développement en
moments de la distribution Ap(x). Dans le domaine de Guinier de la section, c'est-à-dire pour qRc < 1,
on a :

0(q) = l- q2^

ou

+ o(q2)

<J>(q) = exp
2D2

q Rc

2
et Rc est l'écart quadratique moyen du rayon de giration axial, défini par

ou, pour une symétrie axiale : R2 =
fdxx Ap(x)

J dx xAp(x)

^2 Jd3xx2Ap(x)

Jd3xAp(x)

(105)

(106)

(107)

(108)

q (A") q (A')

Fig; 11 : Représentations de Holtzer (a) et de Kratky (b) du facteur de forme d'une chaîne de polydiacétylène : le

P-3BCMU. a/ les données expérimentales sont comparées à l'expression g(q)exp[-q2R2 /2] , où g(q) est le facteur
de fornie de la chaîne de Porod-Kratky. Le domaine où l'on observe la décroissance en q'' correspond à 0.023 <q<
0.04 À'. Il permet d'évaluer directement la longueur statistique b= 7/0.023 =310 À et la masse par unité de longueur
ML=mAJn=94 g.mol-l.Â'' (A est la hauteur du plateau représenté en pointillé). L'ajustement donne des valeurs de b

et ML identiques , avec Rc=64 À2, b/ la pente de l'asymptote en q' est donnée par la valeur de ML obtenue en a.

L'ordonnée à l'origine de cette asymptote correspond bien à celle prévue par l'Eq. (100), pour b=310 Â (a). P et Y
sont les ordonnées à l'origine des modèles de chaînes brisées régulière et statistique (Eq. (101))

Lorsque les macromolécule$ sont orientées, ce terme de section dépend aussi de l'angle azimutal. En
Dratique, on peut donc l'utiliser pour démontrer l'existence ou l'absence d'un effet d'orientation locale
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des chaînes141. Finalement, la relation (106) vaut pour toute valeur de q lorsque Ap(x) a un profil
gaussien. Il faut souligner le fait que R2 peut être positif, négatif, ou nul. Rc est donc analogue au rayon
de giration apparent des copolymères (cf. § 3.3.1.), et cela provient des fluctuations de densité de
longueur de diffusion du solvant au voisinage de la chaîne142.

Le modèle du filament avec épaisseur constitue une bonne approximation pour les facteurs de
forme expérimentaux9,49,89. Il permet aussi de décrire les facteurs de forme calculés sur la base du modèle
des isomères de rotation. Le point important est que le terme de section peut masquer le facteur de forme
du filament, c'est-à-dire masquer une décroissance en q"' dans le domaine asymptotique , voire une
décroissance en q"2 ou q"1/v dans le domaine intermédiaire4 . C'est ce que montrent les Fig. 11 et 12.

Inversement, l'observation d'une décroissance en q"2, q""v ou q'1 n'est pas directement attribuable aux
modèles présentés précédemment pour le filament. II faut auparavant s'assurer que le terme de section est
négligeable. En particulier, on peut montrer que le comportement gaussien observé pour une chaîne de PS
(monomères complètement marqués, Fig. 10b) dans un fondu de chaînes identiques pour q>0.07 A" et le
comportement de type volume exclu observe pour une chaîne de PS (monomères complètement marqués,
Fig. 10a) dans un bon solvant pour q>0.06 Â" , ne sont les résultats que de l'influence du terme de section
sur le facteur de forme d'un filament présentant de la rigidité. En d'autres termes, la rigidité locale de la
chaîne de PS (chaîne flexible puisque b=20 Â) intervient pour q>0.06 À, mais elle est masquée par la
section de la chaîne lorsque celle ci est complètement marquée. Lorsque l'on souhaite étudier le
comportement de la chaîne dans le domaine intermédiaire, il convient donc de considérer des chaînes
suffisamment longues de telle façon que qRg«qb (en, pratique, il faut 4/Rg<q<l/2b).

Figure 12 : Influence du terme de section sur le facteur de
forme d'une chaîne à longueur de persistance, en
représentation de Kratky." La longueur de contour est

4 2
: 10 et quatre valeurs de Rc sont considérées : R =0 (1),L/b:

b/10 (2), b/5 (3), b/2 (4). La courbe en pointillé correspond à
la chaîne gaussienne

Insistons sur le fait que les interprétations des courbes de diffusion aux grandes valeurs de q sont
toujours affectées d'une certaine ambiguité, puisque le terme de section dépend des fluctuations de
densité de longueur de diffusion du solvant ou de la matrice au voisinage de la chaîne. D y a des cas où le
terme de section est négligeable dans le domaine asymptotique. Le polystyrène sulfoné avec des
contreions sodium dans l'eau en est un exemple46,91,92. Son facteur de forme correspond au facteur de
forme du modèle de Porod-Kratky avec une longueur de persistance qui varie avec la force ionique, ou la
longueur d'écran de Debye, comme le montre la Figure 13. Le modèle de filament avec épaisseur permet
toutefois d'étudier la distribution des contreions condensés au voisinage du polyion143,144,4 .

Fig ; 13 : Représentation de Kratky en
fonction de qlp du facteur de forme du
polyion polystyrène sulfoné (PSSO,),
d'après. ' Les mesures ont été
réalisées à différentes concentrations
et différentes valeurs de la force
ionique (la représentation est
universelle)

3.2.3. Macromolécules branchées en étoile
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Des Cloizeaux

Il n'est pas nécessaire d'augmenter la résolution spatiale pour observer les principales
caractéristiques d'une macromolécule branchée en étoile. Le facteur de forme d'une étoile se confond en
effet avec celui de ses branches aux grandes valeurs de q. Il est donc naturel de fixer la résolution spatiale
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à la longueur statistique b. Par la suite, il n'y a aucune difficulté à inclure les modèles de chaîne rigide
décrits précédemment. Il existe deux modèles conformationnels : le modèle de Zimm-Stockmayer-
Benoît39,104 et celui de Daoud-Cotton25.

- Modèle d'étoile gaussienne (modèle de Zimm-Stockmayer-Benoît). C'est le modèle le plus simple pour
lequel on suppose qu'il n'y a aucune interaction, en particulier répulsive, entre les monomères
appartenant à une même branche ou à deux branches distinctes. Il décrit la conformation moyenne d'une
étoile dans un fondu, ou dans un mauvais solvant à la température thêta .du couple polymère-
solvant

avec

28,145,146 Le facteur de forme a été calculé par Benoît

Y(^(f-l)exp(-2^)-f(f-2)exp(-7) + x+Af-3)
. V 2 t II

Jl
x = (qRJp2 = (qRj)2f=(qRf)2

gl(q) = NPB(x) = N
Lx

F

(109)

(110)
(3f-2)

où R^ représente le rayon de gyration de l'étoile de fonctionnalité f et de masse moléculaire M=Nm ;

Rj , celui d'une chaîne gaussienne de masse identique ; R ° , celui d'une branche.

Pour f=l, on retrouve la fonction de Debye (81). Pour q >0, on obtient l'Eq. (58), avec :

(111)=2.f(7f-(*'
4(3f-2)z

En prenant f=l dans cette expression, on retrouve la relation (80) ; avec f »°°, on obtient Ç= 7/12 =0.58,
soit une valeur qui se rapproche de celle relative à la sphère (3/7=0.43), mais qui est toutefois différente.
Pour q » °° , le facteur de forme est indépendant de N, ou de Nb (degré de polymérisation des branches),
et de f. Il se confond avec celui d'une branche et on retrouve la loi d'échelle (84). De nouveau, on néglige
le second terme du développement. De façon plus précise, on a :

gi(q) :

12ML 1

mb
1 +

3(f-3) 1

bL b q
(112)

où b est la longueur statistique ; Lb = Nbtn/ML, la longueur de contour des branches. En principe,
connaissant Lb, il serait donc possible de déterminer f (et inversement) 104.147 En pratique, c'est
malheureusement la rigidité locale des branches qui intervient dans le domaine de vecteurs de diffusion
où le second terme de (112) est observable148.
Les facteurs de forme de ce modèle (pour des étoiles de PS) sont présentés sur les Figures 14 et 15. La
Figure 14 montre l'influence de la fonctionnalité à longueur de branche constante ; la Figure 15, celle de
la longueur de branche à fonctionnalité constante. On remarque que les étoiles n'ont pas le même degré
d'universalité que les macromolécules linéaires, car il est impossible de recaler les facteurs de forme
d'étoiles de fonctionnalités distinctes (Fig. 14). La variable f ne peut pas être réduite. La principale
caractéristique du facteur de forme d'une étoile est de présenter un maximum en représentation de
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Figure 14 : Facteurs de forme d'étoiles de PS gaussiennes de longueur de branche identique N=100 (lp=b/2 = 10
Â ; ML=41.2 g.mol'.Â'' ; m=104.15 g.mol'). a/ représentation logarithmique ; b/ représentation de Kratky (qRf
en abcisse).

Kratky, (Fig. 14b et Fig. 15b). Ce maximum traduit une augmentation de la compacité, ou de la densité
interne de la particule, par rapport au cas d'une macromolécule linéaire. Plus généralement, on retrouve le
même type de maximum avec des particules qui proviennent de l'agrégation de macromolécules linéaires.
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même type de maximum avec des particules qui proviennent de l'agrégation de macromolécules linéaires.
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Pour les étoiles, il est d'autant plus important que la fonctionnalité augmente, comme le montre la Figure
14b.

Pour une étoile gaussienne, il ne dépend pas de Nb (Figure 15b), car R j <* Nb . Mais, avec une statistique

de volume exclu ou un autre modèle conformationnel, comme celui de Daoud-Cotton25,149, il apparaît
d'autant plus grand que la longueur des branches est plus courte.
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Figure 15 : Facteurs de forme d'étoiles de PS gaussiennes, de fonctionnalité identique f=10 (l=b/2=10 Â
ML=41.2 g.mol'.Â'' ; m=104.15 g.mol''), a/ représentation logarithmique
(universelle avec qRt en abcisse)

b/ représentation de Kratky

Ce maximum a l'avantage de permettre une détermination d'une taille globale de la particule, au delà du
domaine de Guinier. Il existe en effet une relation entre sa position dans l'espace réciproque et le rayon
de giration. Pour des étoiles gaussiennes régulières, cette relation ne dépend que de f. Elle est donnée sur
la Figure 16.

2.6

2.5

2,4

si 2.3
M

J 2.2

2.1

2

1.9

1 1 1 1 j

:

_

.... i

i i *

xs

2.4

S L3

o-1 a
i

'-- [

0 1

	 i

	 i

* .
*

10

f

1 1 - . 1

I)

.

:

i

Fig. 16 : Position du maximum
qui apparaît en représentation
de Kratky pour le facteur de
forme d'une étoile régulière
gaussienne, en fonction du
nombre de branches

10 20 30
nombre de branches f

40 50

Pour f>20, le produit qmaxRg est quasi constant et 1.94 < qmaxRg < 2. En se basant sur le cas des
macromolécules linéaires, on peut se convaincre que les effets de volume exclu sont négligeables dans ce
domaine de vecteurs de diffusion. D'ailleurs, un calcul de renormalisation le confirme15l? La relation de la
Figure 16 peut donc encore être utilisée pour des étoiles en bon solvant. Par contre, la polymolécularité
joue un rôle. Elle change la position et la hauteur du maximum148. Mais, il faut remarquer que la
polymolécularité des branches ne joue pas un rôle déterminant (Annexe I). C'est la distribution en
nombre de branches qui est la plus gênante, et son influence est d'autant plus grande que la fonctionnalité
moyenne est plus faible, comme le montre la Figure 16. Il est donc illusoire de chercher à comparer les
rayons de giration d'étoiles de polymolécularités différentes, lorsqu'ils sont évalués à partir de la relation
donnée sur la Figure 16. Par contre, lorsque l'on étudie l'influence de la température ou de la
concentration sur la conformation d'une étoile, cette relation reste utilisable et permet d'évaluer une taille
globale. Toutefois, cette mesure ne correspond pas au rayon de giration moyen < R^ >^ que l'on obtient
dans le domaine de Guinier, en utilisant les Eq. (63)-(65).

- Modèle de brosse sphérique (modèle de Daoud-Cotton)
En particulier lorsque le nombre de branches augmente (f>6), il est plus réaliste de considérer le

modèle informationnel de Daoud-Cotton qui tient compte des interactions répulsives entre
branches ' . Ce modèle est basé sur la notion de longueur de corrélation, ou de blob, introduite pour les

Prl-174 JOURNAL DE PHYSIQUE IV

Pour les étoiles, il est d'autant plus important que la fonctionnalité augmente, comme le montre la Figure
14b.

Pour une étoile gaussienne, il ne dépend pas de Nb (Figure 15b), car R j <* Nb . Mais, avec une statistique

de volume exclu ou un autre modèle conformationnel, comme celui de Daoud-Cotton25,149, il apparaît
d'autant plus grand que la longueur des branches est plus courte.

10000

1000

3_ loo
M*

10

* ,

r* io ; nï>- loo

! - il) i Nb-MO
a :':.U) : Nb- 1000

f- la : Nb-JOOQ

"*"^L

..... 	

0.6

OJ

0,4

r

' 0.2

0.1

^~ i j i , i |

-

* ".

"-

î
ni . 1 . d-A

m

a

' 1 1 '

f«IO;NWlQO
UlO:Nb-<00

MO: Nb-1000

MO; Nb<2000

'

.

.

-

*

. . 1 . .._. t .

0.01

q (À" ')

10

Figure 15 : Facteurs de forme d'étoiles de PS gaussiennes, de fonctionnalité identique f=10 (l=b/2=10 Â
ML=41.2 g.mol'.Â'' ; m=104.15 g.mol''), a/ représentation logarithmique
(universelle avec qRt en abcisse)

b/ représentation de Kratky

Ce maximum a l'avantage de permettre une détermination d'une taille globale de la particule, au delà du
domaine de Guinier. Il existe en effet une relation entre sa position dans l'espace réciproque et le rayon
de giration. Pour des étoiles gaussiennes régulières, cette relation ne dépend que de f. Elle est donnée sur
la Figure 16.

2.6

2.5

2,4

si 2.3
M

J 2.2

2.1

2

1.9

1 1 1 1 j

:

_

.... i

i i *

xs

2.4

S L3

o-1 a
i

'-- [

0 1

	 i

	 i

* .
*

10

f

1 1 - . 1

I)

.

:

i

Fig. 16 : Position du maximum
qui apparaît en représentation
de Kratky pour le facteur de
forme d'une étoile régulière
gaussienne, en fonction du
nombre de branches

10 20 30
nombre de branches f

40 50

Pour f>20, le produit qmaxRg est quasi constant et 1.94 < qmaxRg < 2. En se basant sur le cas des
macromolécules linéaires, on peut se convaincre que les effets de volume exclu sont négligeables dans ce
domaine de vecteurs de diffusion. D'ailleurs, un calcul de renormalisation le confirme15l? La relation de la
Figure 16 peut donc encore être utilisée pour des étoiles en bon solvant. Par contre, la polymolécularité
joue un rôle. Elle change la position et la hauteur du maximum148. Mais, il faut remarquer que la
polymolécularité des branches ne joue pas un rôle déterminant (Annexe I). C'est la distribution en
nombre de branches qui est la plus gênante, et son influence est d'autant plus grande que la fonctionnalité
moyenne est plus faible, comme le montre la Figure 16. Il est donc illusoire de chercher à comparer les
rayons de giration d'étoiles de polymolécularités différentes, lorsqu'ils sont évalués à partir de la relation
donnée sur la Figure 16. Par contre, lorsque l'on étudie l'influence de la température ou de la
concentration sur la conformation d'une étoile, cette relation reste utilisable et permet d'évaluer une taille
globale. Toutefois, cette mesure ne correspond pas au rayon de giration moyen < R^ >^ que l'on obtient
dans le domaine de Guinier, en utilisant les Eq. (63)-(65).

- Modèle de brosse sphérique (modèle de Daoud-Cotton)
En particulier lorsque le nombre de branches augmente (f>6), il est plus réaliste de considérer le

modèle informationnel de Daoud-Cotton qui tient compte des interactions répulsives entre
branches ' . Ce modèle est basé sur la notion de longueur de corrélation, ou de blob, introduite pour les
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solutions semi-diluées des macromolécules linéaires, et utilise les concepts de lois d'échelle qui donnent
une image physique des calculs de renormalisation . Une étoile est l'analogue d'une brosse la
seule différence provient de la géométrie sphérique imposée par le greffage en un point. Chaque branche
de l'étoile est ainsi représentée par une succession de blobs de taille Ç(r,f) qui augmente avec la distance
par rapport au centre de l'étoile r, et qui décroît lorsque la fonctionnalité f augmente. Ce modèle traduit le
fait que la densité interne diminue lorsque l'on s'écarte du centre (le volume accessible aux monomères
des branches augmente au fur et à mesure) et conduit à une tendance naturelle d'une branche à diffuser
vers l'extérieur (à une distance r, retirement des branches est d'autant plus grand que f augmente). Une
représentation 2d de la conformation moyenne est donnée sur la Figure 17a. Au centre de l'étoile, il existe
un coeur dur où les branches sont fortement étirées. Son extension dépend de f mais reste identique quelle
que soit la valeur de Nb- Pour des branches suffisamment longues, cette région de l'espace est
négligeable. Nous n'en tiendrons pas compte. A une distance r du centre de l'étoile, on trouve f blobs de
taille Ç(r,f). La condition d'empilement compact de ces blobs conduit à :

Ç(r,f) = rf (113)
A l'intérieur des blobs, les corrélations sont de type volume exclu et le nombre d'éléments statistiques est
donné par la relation n(r) = (Ç(r,f)/b)1/v, où v est l'exposant de volume exclu. La concentration moyenne
est définie par c(r) = w(r)/ (Ç(r,f))3 et s'écrit :
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c(r)=b3f 2v ({) y (114)
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Figure 17 : Modèle conformationnel de Daoud-Cotton pour une macromolécule branchée en étoile, a/
représentation 2d de la conformation moyenne, b/ représentation logarithmique simplifiée des facteurs de forme
: dans le domaine intermédiaire, on observe en fait deux lois de puissance successives, avec des exposants -

2/v=-3 et -1/v (branches gaussiennes, v=0.5 ; branches avec volume exclu, v=0.588), et la position du crossover
correspond à l'inverse de la taille du plus grand blob =1/Ç(R)

Le nombre d'éléments statistiques dans la sphère de rayon r est alors donné par l'intégrale
r lïù. I

rV(r)=f 2v (-V (115)
0 b

Le rayon (géométrique) de l'étoile R et le nombre total d'éléments statistiques N sont ainsi reliés par :

3iM 1

N(r)=4xj c(u) u du , ce qui conduit à :

(115')JVsf 2v (-)"
b

La taille d'une étoile varie avec la masse moléculaire suivant la même loi d'échelle qu'une
macromolécule linéaire. Pour v=0.5, on retrouve une propriété déjà prévue par le modèle d'étoile
gaussienne. Mais la variation de la taille avec la fonctionnalité est différente. Les relations (113)-(115')
ont été confirmées par les calculs de renormalisation151, les simulations numériques1 3"15 et les
expériences28. Dans ces relations, les coefficients numériques sont toutefois ignorés et seuls les facteurs
dimensionnels sont pris en compte (d'où l'utilisation du symbole =). Le facteur de forme relatif au
modèle de Daoud-Cotton a été calculé par Auvray156, ainsi que par Marques et al157, en utilisant une
méthode introduite par Auvray et de Gennes pour évaluer l'intensité diffusée par une couche de
polymères adsorbés sur une paroi158. Une expression plus approximative avait déjà été proposée par
Dozier et al159. Comme les simulations, elle décrit de façon satisfaisante les données expérimentales28.
Nous ne présenterons ici que les caractéristiques du facteur de forme, en considérant une approche
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simplifiée27,83,154. Le modèle de Daoud-Cotton fait intervenir trois longueurs : le rayon de l'étoile R, la
taille du plus grand blob Ç(R,f), ou Ç(R), et la longueur statistique b. Ces longueurs définissent trois
domaines de vecteurs de diffusion : le domaine de Guinier q< R"1 ; R"'<q<^(R)"' ; Ç(R)" <q<b" . Dans le
domaine de Guinier, le facteur de forme correspond à l'Eq. (58). Pour simplifier, on utilise
l'approximation gi(q)=/V. Pour Ç(R)"'<q<b"', on évalue le facteur de forme en recouvrant l'étoile de
sphères imaginaires de rayon q"1. En négligeant les corrélations entre les positions des sphères, g(q) est le
produit du nombre de sphères par le facteur de forme relatif à une sphère. A l'échelle spatiale considérée,
la grande majorité de ces sphères sont contenues dans les blobs. Le facteur de forme d'une sphère est
alors celui d'une chaîne isolée (Eq. (91)). On peut donc écrire : gi(q)=(qb)"' v. La seule différence par
rapport au facteur de forme d'une branche vient du volume, au centre de l'étoile, où les blobs sont plus
petits que q"1. Il est évident que ce volume est d'autant plus petit que q augmente. En conséquence, le
facteur de forme de l'étoile se confond avec celui d'une branche pour les grands vecteurs de diffusion.
Pour q=Ç(R)'\ d'après les Eq. (113) et (115'), la relation précédente devient g(^(R)'')=W f 3/2. Avec g,(R"
l)=N, on obtient gi(q)sq'3, pour R"'<q<Ç(R)"'. Plus précisément, dans ce domaine de vecteurs de diffusion
qui correspond à des distances plus grandes que la taille du plus grand blob, le polymère est invisible et
on peut négliger les fluctuations156'1 . Le facteur de forme est alors proportionnel au carré de l'amplitude
diffusée par le profil de concentration moyen donné par la relation (1 14). Un calcul simple, dans la limite
R »°°, conduit à g^q)^}"2^. L'exposant -3 est dore une assez bonne approximation puisque : -2/v = -4,
pour une statistique gaussienne ; -3.4, lorsque l'on tient compte de l'effet de volume exclu. En résumé, en
fixant la résolution spatiale à la longueur statistique, le facteur de forme d'une étoile peut s'écrire :

gl(q) = NF(qR,f) (116)

avec F(qR,f) = 1

F(qR,f) = (qR)"3

F(qR,f)=f(1-3v,/v

pourqR<l
pour l<qR<f"2 (ou R"'<q<^(R)"')

(qR)"1* pour f1/2<qR (ou Ç(R)"'<q)

Cette approximation, qui est présentée sur la Figure 17b, s'accorde avec les résultats expérimentaux dans
le domaine intermédiaire83,40. On observe deux lois d'échelle avec un crossover à q=Ç(R)_1, ou qR=f1/2,
indépendant de la statistique ou de la forme des branches. L'expression la plus correcte du facteur de
forme1 7 prévoit le crossover à qR= f275. On peut donc estimer la fonctionnalité moyenne par le rapport
des ordonnées à qR«l et qRsf1 et, lorsque l'on dispose d'une valeur de R, par le rapport des abeisses à

qR=l et qR=f"2. On peut aussi évaluer la taille du plus grand blob Ç(R), ou R si l'on connaît f, à partir de
la position du crossover. D faut souligner que cette mesure de R n'est pas directement comparable à la
mesure de Rg faite dans le domaine de Guinier. La comparaison n'est possible que lorsque les étoiles ont
une fonctionnalité proche de 10. Dans ce cas, on peut en effet considérer Rg=R, en première
approximation. L'existence de deux lois de puissance dans le domaine R"'<q<b" , montre que les étoiles
ne peuvent plus être considérées comme des objets fractals. Cela les distingue des macromolécules
linéaires. On peut remarquer que la fonction de Benoît (Eq. (109) contient déjà deux lois de puissance
pour qRg>l (Figures 14a et 15a), et qu'elle s'accorde qualitativement avec le facteur de forme du modèle
de Daoud-Cotton, lorsque v=l/2. Ainsi pour f>50, elle présente une décroissance en q"4 suivie d'une
décroissance en q"2 (Fig. 14a).

Fig. 18 : Représentation 2d
de la structure d'une
solution semi-diluée
d'étoiles, d'après le modèle
de Daoud-Cotton15
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Cette approximation, qui est présentée sur la Figure 17b, s'accorde avec les résultats expérimentaux dans
le domaine intermédiaire83,40. On observe deux lois d'échelle avec un crossover à q=Ç(R)_1, ou qR=f1/2,
indépendant de la statistique ou de la forme des branches. L'expression la plus correcte du facteur de
forme1 7 prévoit le crossover à qR= f275. On peut donc estimer la fonctionnalité moyenne par le rapport
des ordonnées à qR«l et qRsf1 et, lorsque l'on dispose d'une valeur de R, par le rapport des abeisses à
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la position du crossover. D faut souligner que cette mesure de R n'est pas directement comparable à la
mesure de Rg faite dans le domaine de Guinier. La comparaison n'est possible que lorsque les étoiles ont
une fonctionnalité proche de 10. Dans ce cas, on peut en effet considérer Rg=R, en première
approximation. L'existence de deux lois de puissance dans le domaine R"'<q<b" , montre que les étoiles
ne peuvent plus être considérées comme des objets fractals. Cela les distingue des macromolécules
linéaires. On peut remarquer que la fonction de Benoît (Eq. (109) contient déjà deux lois de puissance
pour qRg>l (Figures 14a et 15a), et qu'elle s'accorde qualitativement avec le facteur de forme du modèle
de Daoud-Cotton, lorsque v=l/2. Ainsi pour f>50, elle présente une décroissance en q"4 suivie d'une
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de la structure d'une
solution semi-diluée
d'étoiles, d'après le modèle
de Daoud-Cotton15
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Le facteur de forme d'une étoile en solution semi-diluée est décrit par les mêmes lois d'échelle
(116), avec trois domaines de vecteurs de diffusion définis par le rayon de l'étoile et la taille du plus
grand blob. Mais cette fois, la taille du plus grand blob ne correspond plus à Ç(R,f)=Rf"2- En effet, pour
des

concentrations plus grandes que la concentration de recouvrement c*=N/R3 = fNb/R', les parties des
branches les plus éloignées des centres des étoiles s'interpénétrent et la solution se partage en deux
milieux de structures distinctes, comme le montre la Figure 18 . Dans la région de l'espace où les
branches s'interpénétrent, la structure en étoile disparaît. Elle est remplacée par une structure
spatialement homogène, analogue à celle que l'on observe avec une solution semi-diluée de
macromolécules linéaires.Du point de vue des lois d'échelle, cette structure correspond à une mer de
blobs de taille identique Çsd. En première approximation, Çsd ne dépend que de c17,20 :

v

Uc) = b(b3c)""3^ (117)
Autour des centres des étoiles, il reste des régions de rayon %<R, où la structure en brosse sphérique est
conservée. Elles sont représentées par une longueur de corrélation Ç(r,f) qui dépend de la distance par
rapport aux centres des sphères r et de la fonctionnalité des étoiles f (Eq. (113)). Le plus grand blob de ces
étoiles effectives correspond à £,(%,?) et, comme l'indique la Figure 18, on a :

Ç(x,f)= Uc) (118)
LesEq. (113), (1 17) et (118) donnent la variation de x avec c et f :

± 	 y_

X(c,f) = bf2(b3c)(I-3v) (119)
On peut aussi retrouver cette loi, en considérant % indépendant de N. Puisque x=R pour c=c*, on obtient :

v

X(c,f) = R(-^)(1"3v) (119')
c*

La structure d'une solution semi-diluée d'étoiles est donc composite, ou mixte, et analogue à celle d'une
solution diluée d'étoiles effectives, de rayon X<R> immergées dans une matrice constituée par
l'interpénétration des bouts des branches. Dans le modèle de Daoud-Cotton, cette matrice est représentée
par une mer de blobs de taille identique à celle du plus grand blob des étoiles effectives Ç(X,f) = %-f "2- Au
fur et à mesure que la concentration augmente, les étoiles effectives rétrécissent au profit de la mer de
blobs et une solution concentrée d'étoiles est quasi identique à une solution concentrée de
macromolécules linéaires. Sur le facteur de forme d'une étoile, cette variation avec la concentration se
traduit par un élargissement du domaine où l'on observe la décroissance en q"3 (ou q"1'*), car R décroît
moins vite que Ç(xf) lorsque c augmente. Par rapport au régime dilué, la décroissance en q"1 est donc
repoussée aux plus grands vecteurs de diffusion. Cependant, comme dans le régime dilué, la position du
crossover est fixée par la taille du plus grand blob de l'étoile. Cela permet de mesurer Ç0(,f). ou y si l'on
connaît f. On peut remarquer que la plupart des expériences de diffusion de lumière160,1 ou de
neutrons - réalisées avec des solutions d'étoiles neutres sont en accord avec ce modèle structural.
Des expériences de diffusion de rayons X ou de neutrons faites sur des solutions d'étoiles de PSSÛ3Na
confirment, de façon encore plus spectaculaire, le schéma d'interpénétration des branches de la Figure
18 ' . Finalement, la relation (117) suppose que la concentration dans la mer de blobs est identique à la
concentration moyenne dans la solution. Cette approximation n'est plus valable pour les faibles
concentrations du régime semi-dilué, c'est-à-dire au voisinage de c*. Dans ce cas, la concentration dans la
mer de blobs cSd est inférieure à c et on peut écrire :

_J 	

csd = c(l-Sc/c) ; 5c/c=( )(l'3v) (120)
c*

Polyélectrolytes branchés en étoile. Le facteur de forme d'un polyélectrolyte branché en étoile ne
correspond à l'approximation (1 16) que pour qÇ(R)<l, dans le régime dilué ; ou qÇ(x)<l, dans le régime
semi-dilué. C'est ce que montrent des résultats expérimentaux récents40. Au delà du domaine de Guinier,
on retrouve une décroissance proche de q"3, caractéristique d'une architecture en étoile (Fig. 19), puis un
crossover correspondant à qÇ(R)=l, ou qtj(x)=l. Mais, pour des distances plus petites que la taille du plus
grand blob, c'est-à dire des vecteurs de diffusion supérieurs à Ç(R)"1 (ou £,(%)"'), la relation (116) n'est
plus correcte. On voit ainsi apparaître un maximum au lieu d'une simple loi d'échelle relative à la
structure interne des branches. Ce maximum est analogue à celui que l'on observe sur la fonction de
structure (totale) des solutions semi-diluées des polyélectrolytes linéaires91,165,1 , dont la position dans
l'espace réciproque est reliée à la longueur d'écran de Debye167 KD"'. Il résulte donc d'un volume exclu
électrostatique entre monomères appartenant à des branches différentes. En solution diluée, sa position est
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Fig.e 19 : Facteur de forme d'une étoile de PSSO,Na (fonctionnalité moyenne f=13; longueur de contour
moyenne des branches L =260 Â ; taux de sulfonation 62%), en solution dans l'eau en absence de sel." a/ régime
dilué (c=0.04 mol.r') ; b/ régime semi-dilué (c= 1.026 mol.l' )

indépendante de la concentration car la longueur d'écran moyenne ou effective, à l'intérieur des étoiles,
reste invariable. On peut en effet considérer les concentrations internes du polyion et des contreions
constantes. Par contre, en solution semi-diluée, la position du maximum varie avec la concentration
suivant une loi de puissance identique à celle que l'on mesure pour les solutions semi-diluées du
polyélectrolyte linéaire de même taux de charge que les branches. Cette observation est en accord avec le
fait que les extrémités des branches sont interpénétrées et constituent une solution semi-diluée qui
correspond au modèle isotrope des polyélectrolytes linéaires40,164. Avec les polyélectrolytes branchés en
étoile, on mesure donc une dimension moyenne supplémentaire qui correspond à une longueur d'écran de
Debye effective. Cette mesure donne évidemment une information indirecte sur le phénomène de
condensation des contreions à l'intérieur des étoiles57,168. Sur la Figure 19, on peut remarquer que le
maximum semble plus large dans le régime dilué. C'est relié au fait que la distribution en longueur
d'écran de Debye est plus large dans le régime dilué que dans le régime semi-dilué.

3.3. Particules hétérogènes : facteurs de forme apparents

Pour des particules formées de plusieurs constituants, la relation de base (1) se généralise sous la
forme1 :

£(q)=ZK«K/Jsa^(q) <121)

où Via et Kp sont les longueurs de contraste des constituant a et (3 (Eq. (4)). Les sommes portent sur les p

constituants. Puisque Sap=Sp0 , on a fonctions de structure distinctes. Pour déterminer l'ensemble de ces

fonctions, il faut évidemment disposer d'un système de p(p+l)/2 équations indépendantes et donc réaliser
p(p+l)/2 expériences avec des valeurs {Ka} différentes1,2,7,16. Une seule expérience ne permet de mesurer

qu'une fonction de structure apparente S *(q), définie par :

E(q) = K2S*(q) (122)
où K est une longueur de contraste moyenne :

K=I^fKa (123)
a

N<x est le nombre de monomères du constituant a ; N, le nombre total de monomères (N = ^Na). A
a

partir des Eq. (121) et (122), on peut aussi écrire :

S*(q)=^2XK«K^a/?(q) <124)
K a,p

Lorsque K=0 (contraste moyen nul1), l'Eq (122) n'a de sens que pour q=0. Pour q>0, il faut utiliser l'Eq.
(121). En effet, K =0 implique Z(0) = 0 , mais pas forcément L(q * 0) = 0 .

On peut modifier les longueurs de contraste en faisant varier de façon quasi continue la densité de

longueur de diffusion du solvant pj. C'est la variation de contraste qui, associée à la diffusion des

neutrons, revient à considérer plusieurs solvants correspondant à des mélanges de molécules hydrogénés
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et deutériées de compositions différentes. Cette méthode conduit à trois relations indépendantes car la
section efficace différentielle de diffusion cohérente (121) est une forme quadratique de p, :

Z(q) = p,2 Xvav/?Sa/?(q) P]

\

Xva\3(Ar +P/?)S«/?(q) + £ vav pPaP/^ap'SÙ
a,p

où va et vp sont les volumes molaires des diffuseurs élémentaires a et (3. Elle ne permet donc de résoudre
complètement que la structure des systèmes ternaires1. En pratique, il faut aussi que les densités de
longueur de diffusion relatives aux deux constituants du soluté soient différentes. Lorsque les particules
ne sont pas suffisamment hétérogènes ou lorsqu'elles ont plus de deux constituants, il faut
obligatoirement utiliser le marquage spécifique de certains constituants. Pour les systèmes complexes, il
est donc souvent illusoire de chercher à obtenir l'ensemble des fonctions de structure du soluté, et la
variation de contraste ne donne que des informations partielles. Ces informations sont néanmoins
importantes. Par exemple, on peut savoir si les constituants sont repartis de façon homogène ou, au

contraire, ségrégés à l'intérieur de chaque particule. Dans le premier cas, la variation de contraste conduit
à des sections efficaces différentielles Z(q) homothétiques. Ainsi, en représentation logarithmique, les

courbes expérimentales se déduisent les unes des autres par simple translation parallèlement à l'axe des

ordonnées. Par contre, lorsque les constituants sont ségrégés, les courbes E(q) ne sont plus
homothétiques. On peut aussi s'intéresser à une éventuelle distribution en composition des particules.
Pour des particules de composition bien définie, la relation (122) prévoit Z(0) = 0, lorsque K=0. Une
telle observation n'est pratiquement jamais réalisée car il y a toujours une distribution en composition. La
variation de contraste permet alors de déterminer une composition moyenne et d'évaluer une largeur pour
la distribution en composition1,7,1 .

Dans cette partie, nous souhaitons préciser ces considérations générales, en prenant des particules à

deux constituants : copolymères (monomères A et B) ou polyélectrolytes (monomères m du polyion et
contreions c), et en restant dans l'hypothèse où les corrélations intermoléculaires sont négligeables.

3.3.1. Copolymères A-B

- Copolymères réguliers
On considère un copolymère A-B régulier (monodisperse et de composition bien définie). D est

caractérisé par une composition en nombre x = NA/(NA +NB) = NA/N, déterminée par une méthode

spectroscopique, ou une composition en masse xw = MA/(MA +MB) = MA /M, déterminée par

thermogravimétrie. On a évidemment :

xw mf	 (125)
X+ B-O-x)

mA

où mA et me sont les masses molaires des monomères A et B. En ne considérant que les corrélations
intramoléculaires, la fonction de structure apparente s'écrit :

S*(q) = cgî(q) = cNV(q) (126)

où g] (q) et P (q) sont des facteurs de forme apparents et N , un degré de polymérisation apparent. Avec
l'Eq. (124), on obtient :

gî(q)=^2rK2xxg1A(q) + K25(l-x)g1B(q) + 2KAKBVx(l-x)g1AB(q)] (127)

Les facteurs de forme partiels g1A et g!B sont donnés par l'Eq. (6), en prenant respectivement NA et NB

au lieu de N, comme degré de polymérisation. Le terme croisé g1AB est définie par l'expression :

1 ^N°
glAB(q) = /M m EX<exp[iq(riA -f )]> (128)

VnaNB i=i j=i

Le facteur de forme apparent normalisé à l'unité lorsque q >0, correspond donc à :

P*(q)==27TrKAxNAPA(q) + K|(l-x)NBPB(q) + 2KAKBx(l-x)NPAB(q)l (129)
Fv N L J

où PA, PB et PAB sont les facteurs de forme partiels, normalisés à l'unité dans la limite q »0.
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où PA, PB et PAB sont les facteurs de forme partiels, normalisés à l'unité dans la limite q »0.
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La méthode la plus directe pour obtenir une information structurale relative aux constituants A et
B est la méthode d'effacement du contraste. Elle consiste à mesurer d'abord la section efficace
différentielle de diffusion cohérente Z(q) dans un solvant tel que Kr=0, de manière à déterminer

gIA = NAPA ; on utilise ensuite un autre solvant tel que KA=0, pour déterminer g1B = NBPB. Mais cette

méthode ne donne aucune information sur les positions relatives des constituants. Cette information est en

effet contenue dans le terme croisé gIAB ou PAB , qui n'est mesuré que pour Kaî^O et Kr^. Cela apparaît

clairement lorsque l'on considère le rayon de giration apparent.

* Degré de polymérisation apparent N*
D'après l'Eq. (129), pour q->0 : N*=N (130)

Pour des copolymères réguliers, le degré de polymérisation apparent N' est donc indépendant .du

contraste et se confond avec le degré de polymérisation du copolymère N=Na+Nr. En d'autres termes,
quelque soit la densité de longueur de diffusion du solvant, l'extrapolation à q >0 est une mesure du
degré de polymérisation du copolymère. La masse moléculaire correspond alors à M=Nm, avec

m = xmA +(l-x)mB .

* Rayon de giration apparent R
s

On peut définir un rayon de giration apparent R", en développant le facteur de forme apparent

( P*(q) = 1 - q2R*2 /3 + o(q2) ). D'après les Eq. (129) et (130), on obtient :

R;2=^[kax2R2a+K2(1-x)2R2b+2KaKbx(1-x)R2ab] (131)

où R A et R B sont respectivement les rayons de giration des parties A et B. Le terme R2AB s'exprime

en fonction de R2A, R2B et l'écart quadratique moyen de la distance entre les centres de gravité des

parties A et B : < (ôA - GB J > . On a :

lf-2 2 a. x\2
RgAB = 2[RgA+RgB-<(GA-GB) >J (132)

En introduisant la variable Y=xKA/K, ou 1- Y=xKB/K , les Eq. (131) et (132) conduisent à169,170 :

R*2 = YR2A + (1- Y)R2B + Y(l- Y) < (5A -GBj* > (133)

Pour des particules à plus de deux constituants, la relation (133) devient :

R*2=lYaR2a+ I YaY/3<(Ga-G/?|>
a a,p>a

Le rayon de giration apparent que l'on mesure dans le domaine de Guinier (qR*<l), dépend donc des

longueurs de contraste des constituants, ou de la densité de longueur de diffusion du solvant, et peut être
positif, négatif ou nul. l'extrapolation à q K) reste toutefois constante et égale à N.

Lorsque< (pA -GbJ >*0, la variation de Rg en fonction de Y est parabolique. Elle ne correspond à

une droite que lorsque < (GA -Gb j >=0, c'est à dire lorsque les particules sont rigides et

centrosymétriques. C'est ce type de variation qui prévaut pour la grande majorité des colloïdes durs. Mais

il faut souligner que la condition <(GA-GB)>=0 n'implique nullement une répartition homogène des

constituants A et B. Pour des copolymères diblocs A-B sans interaction entre les parties A et B, le terme

quadratique de l'Eq. (133) est non nul et la variation de R* avec Y est parabolique169. Elle a d'ailleurs

été mise en évidence par des expériences de diffusion de neutrons sur des solutions d'un copolymère
composé de PSh et de PSd dans des mélanges de cyclohexane hydrogéné et deutérié au voisinage de la
température 0 (35°C). Dans ce cas, les interactions entre les monomères sont négligeables et la statistique

est gaussienne . La condition < (pA -GB/ >* 0 n'implique donc pas nécessairement une ségrégation.
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A l'inverse, s'il y a une incompatibilité entre les parties A et B, les copolymères vont avoir tendance à

s'agréger pour former des micelles. La variation parabolique n'est alors plus observable.
Finalement, en ce qui concerne la diffusion de lumière, c'est le carré de l'incrément d'indice de réfraction
qui représente l'interaction rayonnement-matière1,5,11. Dans le formalisme, il est alors préférable de
considérer les longueurs de contraste par unité de masse (K/M), afin de caractériser les constituants170.
Pour un homopolymère et en négligeant les corrélations intermoléculaires, cela revient à écrire la section
efficace différentielle par unité de volume sous la forme :

E(q) = f-1 c/v"aMP(q)

où c représente la concentration massique (g.cm"3). Pour un copolymère A-B, on introduit une longueur
de contraste par unité de masse moyenne :

" Ka Kd
= xw^a + (l-xw) *-

m mA mB

On peut alors démontrer que l'Eq. (133) reste valable pour la diffusion de lumière, si l'on définit Y par la

relation : Y = xw (dn/dc)A /dn/dc . dn/dc représente l'incrément d'indice de réfraction moyen :

dn/dc = xw(dn/dc)A +(l-xw)(dn/dc)B.

- Influence de la polymolécularité et d'une distribution en composition.L'expérimentateur dispose d'une

composition moyenne x, ou xw , qui correspond à : x=<NA>N/(<NA>N+<NB>N), ou

xw =< MA >N /(< MA >N + < MB >N) (<...>n dénote une moyenne en nombre (Annexe I)). La

longueur de contraste apparente devient :

K=xKA+(l-x)KB (134)
Comme précédemment, on définit un facteur de forme et un degré de polymérisation apparents par
l'expression :

Z(q) = K2cNaN*P*(q) (135)

où c (mol.cm3) est la concentration molaire ; Na (mol1), le nombre d'Avogadro. En notant Ci la

concentration relative aux copolymères de degré de polymérisation Ni et de composition x, (c = ^Cj ;

i
NA, i=XjNi ; NB, i =( 1 -Xj)Nj ), on obtient :

P^q) = =^ZciNi[KAX2PA,i(q) + K2B(l-Xi)2PB,i(q) + 2KAKBxi(l-xi)PAB,i(q)] (136)

* Degré de polymérisation apparent N*
Pour q »0, l'Eq. (136) conduit à :

N*=^-XciNirKAx2+KB(l-xi)2+2KAKBxi(l-xi)l (137)
rc j L J

On peut alors introduire les degrés de polymérisation moyens en masse des séquences et du copolymère.

On a : <NA>w4l-x'N; ; < NB >w=! £ (l-xi)2Ni ; Nw = £ N;. En utilisant la
X i c (1-x) C i c

relation x; (1 - x, ) = jl - x 2 - ( 1 - x: )2 j, on aboutit finalement à la relation172'173 :

N%KAKBNw/K2+xKA(KA-KB)<NA>w/K2+(l-x)KB(KB-KA)<NB>w/ÏC2 (138)

Cette fois, le degré de polymérisation apparent dépend des longueurs de contraste des constituants, ou de
la densité de longueur de diffusion du solvant. Pour caractériser complètement le copolymère,.il faut donc
varier le contraste et réaliser plusieurs expériences. En prenant un solvant tel que Kb=0, on mesure
< NA >w ; avec un solvant tel que KA=0, on détermine < NB >w . Pour obtenir directement le degré de

polymérisation moyen en masse Nw du copolymère, il faut utiliser un solvant tel que Ka=Kb.
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* Rayon de giration apparent R*

Pour définir le rayon de giration apparent, il convient de développer les facteurs de forme de l'Eq.
,2

(136). Le calcul est trop long pour être reproduit. Cependant, il montre que la variation de Rg avec Y

n'est plus parabolique170,173. L'Eq. (133) n'est donc plus correcte pour un copolymère qui présente une
polymolécularité et une distribution en composition.

3.3.2. Polyélectrolytes

Nous avons déjà remarqué qu'un polyélectrolyte est une particule hétérogène composée d'un
polyion et de contreions (sous chapitre 2.4.). Le formalisme est identique à celui d'un copolymère A-B,
avec trois fonctions de structure partielles Smm(q), Scc(q) et Smc(q), associées respectivement aux

corrélations monomère-monomère, contreion-contreion et monomère-contreion (Eq. (40)). En principe, la
méthode de variation de contraste permet de déterminer ces trois fonctions de structure. D faut toutefois
souligner qu'en pratique, le choix du contreion est essentiel. Sa densité de longueur de diffusion doit
évidemment être distincte de celle du polyion (en général et pour la diffusion de neutrons, la nature
isotopique du contreion est différente de celle du polyion). Mais il faut aussi qu'elle soit bien définie et

indépendante du solvant. Cela implique en particulier que le contreion ne présente pas d'effet
d'électrostriction, ou de sphère d'hydratation174. Finalement, le contreion doit être " lumineux " (dans un
solvant tel que Km=0, la longueur de contraste du contreion doit être suffisamment grande (Kc=10" cm)).
Pour un polyanion hydrosoluble, le choix le plus classique est celui du contreion (monovalent)
tetraméthylammonium40,50, ' 44, ' 75 .

Pour les polyélectrolytes, les fonctions de structure partielles ne correspondent que rarement aux
facteurs de forme. En absence de sel ajouté, les corrélations intermoléculaires jouent en effet un grand
rôle. D est donc difficile, voire impossible, d'utiliser la notion de facteur de forme apparent. Toutefois aux
grands vecteurs de diffusion (qlp>l, si lp est la longueur de persistance du polyion) et pour des polyions
complètement chargés (couplage fort), on peut considérer que ce sont essentiellement les contreions
condensés qui contribuent à la structure (Scc(q)). Ces contreions étant au voisinage du polyion, les

corrélations intermoléculaires peuvent être éliminées en considérant les rapports des fonctions de
structure partielles. On a ainsi :

Scc(q) _ Pcc(q) (139)

Sun® Pmm(q)
Par ailleurs, localement, le polyion et le nuage de contreions condensés qui l'entoure, peuvent être
représentés par un modèle de deux cylindres coaxiaux. C'est le modèle cellulaire144,176. Les facteurs de

forme partielles sont alors donnés par les relations :

Pmm(q) = Po(q)<i,mm(q)
pcc(q) = Po(q) ^cc(q) (i40)
Pmc(q) = P0(q)«)mc(q)

où Oromtq) et Occ(q) sont les facteurs de forme des sections des cylindres ; Pn(q) , le facteur de forme
de l'axe des cylindres. La symétrie radiale implique :

(*mc(q))2=*mm(q)*cc(q) (141)
D faut souligner que cette relation n'est pas générale. Sa validité a été démontrée pour les polyélectrolytes
linéaires complètement chargés (PSS03Na et ADN)144. Le modèle cellulaire (Eq. (140)) permet alors
d'obtenir une information sur la distribution des contreions condensés. Cependant, dans le cas des

polyélectrolytes partiellement chargés avec un caractère amphiphile, le modèle cellulaire n'est plus
réaliste et la relation (141) ne doit plus être correcte.

Remerciements

L'auteur a bénéficié de discussions avec H. Benoît, J.P. Cotton, R.C. Oberthur et F. Schosseler. Il
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ANNEXES

Annexe I : Polymolécularité

Les polymères présentent souvent des défauts chimiques qui proviennent : soit de la synthèse ou du
procédé d'extraction (polymères naturels), soit des traitements ultérieurs ou du vieillissement. Ces défauts
peuvent modifier leurs propriétés physiques ; d'où l'importance de la caractérisation. La polymolécularité
est un de ces défauts. Elle correspond à une distribution en masse moléculaire M, ou en degré de
polymérisation N, et influence toutes les propriétés qui dépendent de M ou de N. L'expérimentateur
mesure des moyennes sur l'ensemble des masses moléculaires. On peut remarquer que la plupart des
grandeurs physiques sont déjà des moyennes à l'équilibre thermodynamique, ou sur l'ensemble des
conformations. La polymolécularité introduit donc des moyennes supplémentaires. Comme ces moyennes
dépendent de la technique expérimentale, on est amené à définir plusieurs distributions en masse
moléculaire. Toutefois, c'est essentiellement la chromatographic d'exclusion stérique (CES) , ou
chromatographic par permeation de gel, qui permet de caractériser la polymolécularité. Cette technique,
qui fractionne les macromolécules suivant leur volume hydrodynamique30, mesure une distribution
pondérale qui s'exprime sur une échelle logarithmique31. C'est donc de cette distribution dont dispose
l'expérimentateur. Dans cette annexe, nous présentons les distributions et les relations les plus utiles, en
considérant successivement les macromolécules linéaires et les macromolécules branchées en étoile.

1.1. Macromolécules linéaires

1.1.1. Distributions en masse moléculaire

Un échantillon correspond à une population de n chaînes. En notant ni le nombre de chaînes de
masse M;, on a : n=£ni . Les principales distributions sont : la distribution en nombre x(Mj), la

i

distribution en masse w(M0 et la distribution z(Mj). Elles sont définies par les relations :

x(M,)^ = f- w(M,) = ^- z(Mi)=^5 <H)
n 2>j 2,niMi XniM>

i i i
En caractérisant les macromolécules de masse Mj par une concentration C; (concentration molaire ou en
masse), la concentration de l'échantillon est c = ^C; et les distributions deviennent :

i

X(-M0=i^ w(Mi) = ^-=-^- z(M,)=^- (1-2)

' i i
Elles vérifient les conditions de normalisation :

Xx(Mi) = Xw(Mi)=Xz(Mi) = l (1-3)
i i i

ou, en utilisant une variable continue
oo oo oo

JdM x(M) = JdM w(M) = JdM z(M) = 1

0 0 0

1.1.2. Masses moléculaires moyennes et relations entre les distributions

Ces distributions permettent de définir les masses moléculaires moyennes : en nombre, Mn ; en
masse, Mw ; z, Mz.

MN = XMiX(Mi) Mw=XMiW(Mj) Mz = XMjz(M;) (M)
i i i

ou, en considérant une variable continue
oo oo oo

MN = JdM Mx(M) Mw = JdM Mw(M) Mz = JdM Mz(M)
0 0 0

Les masses MN et Mw donnent l'indice de polymolécularité I = Mw/MN,etle paramètre U = 1-1 est

directement relié à la largeur des distributions. On a : U<0.1, pour une polymérisation anionique ou
radicalaire vivante ; 0.5<U<1, pour une polymérisation radicalaire classique ou une polycondensation.
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ANNEXES

Annexe I : Polymolécularité
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En reportant (1-1) dans (1-4), on obtient les relations qui permettent de passer d'une distribution à

une autre :

,2

-^x(Mi) z(Mi) =^Lw(Mi) = -^-
MN Mw MWMN

w(Mi) = 	 Lx(Mi) z(Mi) = 	 Lw(Mj) = -	 -J x(M;) (1-5)

ou, avec une variable continue
M M IA1

w(M) = - x(M) z(M) = - w(M) = x(M)
MN Mw MWMN

Les distributions sont reliées aux techniques expérimentales. Ainsi, l'osmométrie mesure Mn ; la
diffusion statique d'un rayonnement monochromatique (pour q )0), Mw ; l'ultracentrifugation, Mz. Une
mesure de viscosité donne une autre masse moléculaire moyenne que l'on dénote M,,. De façon générale,
on a : Mn < M,, < Mw ^ Mz- La CES analytique mesure la distribution en masse sur une échelle
logarithmique w(logM), et l'on en déduit les masses moyennes Mn, Mw et Mz (cf. 1. 1.3.)- P31" ailleurs, on
passe facilement d'une distribution en masse M à une distribution en longueur de contour L, ou tout autre
grandeur reliée à M, en égalisant les probabilités :

w(L)dL=W(M)dM
Pour préciser les relations entre les masses moléculaires moyennes et les moments de la distribution

en nombre x(M), il est utile d'introduire la transformée de Laplace de x(M)

x(s) = JdM x(M)exp(-sM) 32. On obtient facilement :

0

MN=-x(0) Mw lg Mz=-!g (1-6)
x(0) x(0)

et I = X(0)/(x(0)]f (1-7)

où x(s) , x(s) et x(s) sont les dérivées première, seconde et troisième de x(s) , par rapport à s ; - x(0) ,

x(0) et -x(0), les premier, second et troisième moments de la distribution x(M). Compte tenu de la
oo

condition JdM x(M) = 1 , on a également : x(0) = 1 (1-8)

0

1.1.3. Moyennes d'une grandeur physique dépendant de la masse moléculaire

On considère une grandeur A(M) qui varie avec la masse moléculaire. En supposant que l'on
dispose de la distribution w(M), on calcule la moyenne en masse par la relation :

A >w= JdM A(M)w(M) (1-9)

0
Compte tenu de (1-5), les moyennes en nombre et z sont données par les relations :

oo oo

< A >x = f dM A(M)x(M) = M N f dM ^^ w(M) (I- 1 0)
J J M
0 0

oo oo

< A >z = f dM A(M)z(M) = 	 f dM A(M)Mw(M) (I- 1 1 )

0 Mw0
1. 1 .4. Les principales distributions unimodales

- Distribution de Schulz-Zimm."" Il s'agit d'une distribution asymétrique à deux paramètres (Mw et U),
qui favorise les plus petites masses. Elle décrit assez bien les chromatogrammes des polymères linéaires
et permet de faire des calculs analytiques. Cela explique que la plupart des corrections qui sont proposées
pour la polymolécularité reposent sur cette distribution. Elle est définie par :

M (M)
w(M) = 	 exp

raotMw/uj1
M

; // = + 1 (1-12)
UMw

L'approximation de Zimm correspond au changement de variable U > k = 1/U et à l'utilisation de valeurs
de k entières dans l'intervalle [1,°°[. Dans ces conditions, T(l/U + l)->T(k + l) = k! et la distribution
prend la forme plus simple :
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- Distribution de Wesslau.35 C'est la loi logarithmique normale. Cette distribution est asymétrique, à
deux paramètres (Mw et U) et favorise toujours les plus petites masses. Elle décrit aussi de façon
satisfaisante les chromatogrammes des polymères linéaires. Pour les calculs, elle a toutefois
l'inconvénient de conduire à des intégrations numériques. Elle est définie par :

\2"
w(M) =

^2^Log(l+U)M
exp

1

21og(l + U)
Log(-^-VÎTÛ)

Mw
(1-14)
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Fig. I- lb : .Distributions unimodales (U=0.2)

- Distribution gaussienne. C'est la distribution normale. Elle est symétrique et donc peu réaliste lorsque la
polymolécularité est grande. Elle a aussi l'inconvénient de ne pas être nulle pour M=0 et la condition de

normalisation correspond à [dM w(M) . Comme la distribution de Wesslau, elle conduit à des

ai

ctm = Mw(Mz-Mw)

intégrations numériques. Elle est définie par deux paramètres (Mw,c>m) :

T /.- *, \2~

w(M) = , » exp

V2;rcrM
(1-15)

(M-Mw)

2crM
Lorsque U ou c>m-»0, toutes ces distributions sont parfaitement équivalentes (Fig. I-la) et on utilise

la distribution de Schulz-Zimm pour décrire les résultats expérimentaux. Lorsque la polymolécularité
augmente, elles sont différentes (Fig. I-lb). Dans ce cas, les corrections faites à partir de la distribution de
Schulz-Zimm ne sont plus forcément correctes36.
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Lorsque U ou c>m-»0, toutes ces distributions sont parfaitement équivalentes (Fig. I-la) et on utilise

la distribution de Schulz-Zimm pour décrire les résultats expérimentaux. Lorsque la polymolécularité
augmente, elles sont différentes (Fig. I-lb). Dans ce cas, les corrections faites à partir de la distribution de
Schulz-Zimm ne sont plus forcément correctes36.
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Pour choisir une distribution, on peut ajuster les chromatogrammes avec les expressions analytiques
disponibles. On peut aussi se guider, en utilisant le rapport Mz/Mw- Par exemple, on a :

Mz/Mw=(l+2U)/(1+U), avec la distribution de Schulz-Zimm ; Mz/Mw=Mw/MN=l+U, avec celle de
Wesslau. Il existe évidemment d'autres distributions. Celle qui est utilisée pour les chaînes obtenues par
polycondensation est bien connue37. On peut remarquer qu'elle permet aussi de décrire la dégradation des
polymères, lorsque celle-ci correspond à des coupures au hasard .

1.2. Macromolécules branchées en étoile

Pour les macromolécules linéaires, l'analyse des chromatogrammes est simple car l'extension
spatiale d'une chaîne est directement proportionnelle à sa masse moléculaire (R «= Mv et v = 1/2, en
solvant r) ; 3/5 ou 0.588, en bon solvant1 ). Pour les macromolécules branchées en étoile, elle est plus
délicate car leur taille dépend des masses moléculaires des branches et du nombre de branches f (pour des

branches de masses identiques m, on a : R °= f (l-v)'2mv , si la fonctionnalité est suffisamment grande (f >
ô)25,28 ; R<*: ((3f -2)/f)"2m"2, si la fonctionnalité est plus faible et la statistique gaussienne39). La
polymolécularité des étoiles recouvre donc 2 types de défauts chimiques : une distribution en masse
moléculaire des branches x(m) ; une distribution en nombre de branches xe(0- A priori, il est impossible
d'obtenir des informations sur la distribution xe(0 à partir du seul chromatogramme de l'étoile. Toutefois,
lorsque la fonctionnalité moyenne <f> est grande et que les branches ne sont pas trop polydisperses, on
peut montrer que la distribution en masse de l'étoile X(M) est principalement due à la distribution en
nombre de branches xe(0- De plus, lorsque l'on peut obtenir séparément les masses moléculaires
moyennes en nombre et en poids des branches (ihn, mw) et celles des étoiles (MN, Mw), on peut mesurer
le premier et le second moment de la distribution Xe(0 et relier l'indice de polymolécularité de l'étoile Ie à
celui des branches Ib40. C'est ce qu'on se propose de démontrer. On rappelle que le premier moment de la
distribution Xe(0 est la fonctionnalité moyenne <f> :

oo

<f >= JdffxE(f) (1-16)

0
oo

~> 2 f 2
le second, l'écart quadratique moyen <f"> : <f >= Jdff X£(f) (1-17)

La largeur de la distribution XE(f) est caractérisée par l'écart type a = [<f2> - (<f>)2]"2.

1.2. 1 . Etoiles de fonctionnalité constante f

On considère une population d'étoiles de fonctionnalité constante f. La densité de probabilité pour
qu'une étoile ait une première branche de masse mi, une seconde branche de masse m2, ... et la dernière de
masse mf, correspond au produit x(mi)x(m2)...x(mf). La densité de probabilité pour qu'elle ait une masse

f ( i \
M = ^mt est alors: Xf(M) = Jdm[dm2...dmf£ M-^mj

'"' 0 V i=l ,
où § est la distribution de Dirac ; x(m), la distribution en masse des branches.
Pour une population d'étoiles quelconques, cette densité de probabilité représente la densité de probabilité
conditionnelle X(M|f) pour qu'une étoile de fonctionnalité f ait une masse M. En introduisant la

transformée de Laplace Xf(s) de Xf(M), on obtient :

Xf(s) = [x(s)]' (1-19)
oo

où x(s) est la transformée de Laplace de x(m). La condition de normalisation Jxf(M)dM = 1, conduit à :

0
Xf(0) = l (1-20)

En dérivant (1-19) et en utilisant les relations (1-6) à (1-8), on exprime les masses moléculaires moyennes
de l'étoile en fonction de celles des branches :

MN = fmN Mw =(f -l)mN + mw (1-21)
Cela conduit à :

,E=iB.+izl ou Ue=^ (I.22)

x(mi)x(m2)...x(mf) (1-18)
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La polymolécularité d'une étoile de fonctionnalité bien définie est donc plus faible que celle de ses
branches, et d'autant plus que la fonctionnalité est grande. En pratique, on peut négliger la distribution en
masse moléculaire des branches, pour f>10.
1.2.2. Etoiles quelconques

Dans le cas général, la fonctionnalité est une variable aléatoire et il faut introduire une distribution
Xe(0- Si X(M,f) représente la densité de probabilité pour qu'une étoile ait une masse moléculaire M et
une fonctionnalité f, la densité de probabilité pour qu'elle ait une masse M s'écrit :

oo

X(M) = JdfX(M.f) (1-23)

0
et la densité de probabilité pour qu'elle ait une fonctionnalité f est :

oo

xE(f) = JdMX(M,f) (1-24)

0
X(M,f) est une distribution bivariée, ou loi conjointe. En introduisant la densité de probabilité
conditionnelle Xf(M) = X(M|f) pour qu'une étoile de fonctionnalité f ait une masse M, on a :

X(M,f) = XKM) xE(f) (1-25)
Dans ces conditions, (1-23) devient :

oo

X(M) = Jdf Xf(M)xE(f) =< Xf(M) >f (1-26)

0
On peut alors calculer les masses moléculaires moyennes Mn et Mw des étoiles, en prenant la transformée
de Laplace de cette distribution :

oo

X(s) = Jdf Xf (s)xE(f) =< Xf(s) >f (1-27)

0
où Xf (s) est la transformée de Laplace de la densité de probabilité conditionnelle Xr(M). Nous avons vu

que X,(s) s'exprime en fonction de la transformée de Laplace x(s) de la distribution en masse x(m) des
branches. En utilisant (1-19), on obtient donc :

X(s) = Jdf [x(s)]fxE(f) =< [x(s)f >f (1-28)

0
En dérivant (1-28) et en utilisant les relations (1-6) à (1-8), on aboutit à :

v<f> j
MN =< f > mN Mw = mN + mw (1-29)

Ces résultats généralisent (1-21). Ils conduisent aussi aux relations :

IE=-k- + <f2>-<f> ou uB/-^+|-f-j
E <f> <f>2 b <f> \<f>)

2 2
Pour une distribution xE(f) de la forme S(f-fo), on a : < f >= f0 , <f> = f0, a = 0 et on retrouve la

relation (1-22) relative aux étoiles de fonctionnalité constante. Pour les étoiles quelconques, la
polymolécularité est reliée à la distribution en masse moléculaire des branches et à la distribution en
fonctionnalité. D'après (1-30), lorsque la fonctionnalité moyenne <f> est grande, la polymolécularité des

branches ne joue pratiquement plus aucun rôle ( UB / < f >-» 0). C'est alors la distribution en nombre de

branches qui fixe la polymolécularité UE = (c/ < f >)2 . Finalement, les relations (1-29) et (1-30)

montrent qu'il est possible de déterminer la fonctionnalité moyenne <f> et la largeur o de la distribution
xE(f) d'une étoile, à partir des mesures des masses moléculaires moyennes de l'étoile et des masses
moléculaires moyennes de ses branches. On a :

<f>=-^ (1-31)
mN

=-JuESI (1-32)
<f> \ E <f>

avec Ue=Mw/Mn -1 et UB=mw/mN -1.
Compte tenu des incertitudes sur les indices de polymolécularité, la mesure de a n'est pas précise. En
pratique, la relation (1-32) ne permet donc qu'une estimation de la largeur de la distribution xE(f).
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Annexe II : Chaînes à longueur de persistance

ILL Chaîne de Porod-Kratky

C'est la chaîne à longueur de persistance74,75. La conformation locale est représentée par une courbe
continue Y définie uniquement par une courbure 1/R(s), c'est-à-dire inscrite dans un plan (fig. II- 1). r(s)

, *~ _ dr dû v 1 _ dû da
étant le point courant du repère de Serret-Frenet, on a : u = ; = 	 => 	 = v = .

v ds ds R(s) R(s) ds ds

uw9f>^
s*S\s \v

n

ds2
(n-2)

Figure II-l : Géométrie du filament.a/ repère de Serret-Frenet ; b/ définition de la courbure

La courbure est l'angle da dont tourne la tangente lors d'un déplacement infinitésimal ds. On associe à la
conformation locale une énergie élastique de la forme :

V(s)=-Ko( )2 (n-1)
v 2 R R(s)

où Kfl est le module qui caractérise la résistance au cintrage. Il est en général indépendant de s. L'énergie
libre associée à une conformation du filament, ou l'énergie de courbure, est donc :

où L est la longueur de contour de la chaîne.
Les approximations de ce modèle sont contenues dans la relation (H-l) : approximation harmonique

; torsion négligée (localement, la chaîne est inscrite dans un plan) ; courbure à l'équilibre
thermodynamique nulle (localement, la chaîne est un bâtonnet avec des fluctuations de courbure).

U. 1 . 1 . Longueur de persistance

On s'intéresse aux fluctuations d'orientation de la tangente au filament. Elles sont caractérisées par
la fonction de corrélation :

g(s) =< û(s)û(0) >=< cosa(s) >= 1 < a(s)2 > +o(oc2) = exp( < a(s)2 >) (II-3)

La longueur de persistance est alors définie par la relation :

g(s) = exp(- ) (n-4)

C'est la longueur d'arc sur laquelle, en moyenne, les directions des tangentes au filament sont corrélées.
En développant l'angle a(s) en modes propres76, on a :

a(s) = Xorkexp(iks) et ak = Jds a(s)exp(-iks) ; a(s) = Xak (II-5)
k L0 k

L'énergie élastique (II-l) devient alors:

v(s)=^K^Xk2«k (H-6)
1 k

En appliquant le théorème d'équipartition de l'énergie, c'est-à-dire en prenant '/2kBT pour chaque mode,

on obtient :

ou, d'après (II-5)

<cc >=
kT 1

KR k2

~, n2 kriT v 1

<a(s) >=i^Çï? (n-7)
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Cette relation montre que les fluctuations sont contrôlées par les faibles vecteurs d'onde. En passant au
continu, elle devient :

<a(s)2>=jEBI+rdk = 2kBr+Tdk

K* i"2 K« J k2
On évite alors la divergence en coupant à 1/s :

<a(s)2>=2k£Trdk = 2kBT

K« ,J/sk2 K,
En reportant (II-8) dans (II-3) et en comparant à (U-4), on obtient lp=Ky kBT

(H-8)

(H-9)

La longueur de persistance est donc proportionnelle au module élastique KR et varie en T"1, lorsque KR
est indépendant de T. L'énergie libre associée à une conformation du filament (fl-2) peut alors s'écrire :

v4k»^Hf) {**)*[%) -Ï**,)* <ê-^
0 0

ou, dans l'hypothèse d'une flexion circulaire (cc=s/R) :

n.1.2. Longueur statistique

Vds2j

^2^?

(11-10)

(11-11)

Pour établir un lien entre la longueur de persistance et la longueur statistique, on considère l'écart
quadratique moyen de la distance entre extrémités d'une chaîne R2.
Pour une chaîne idéale (gaussienne), on a :

R2 = Nb2=Lb (H- 12)
où /Vest le nombre d'éléments statistiques de longueur b ; L=M>, la longueur de contour.
Pour une chaîne à longueur de persistance, on a :

L L L L

R2 = Jds, Jds2 < u(s1)û(s2) >=2jds (L -s) < û(s)û(0) > = 2Jds (L-s)g(s) (H-13)
0 0 0 0

En reportant (II-4) dans cette relation, on obtient :

R2 = 21pL[l-x(l-exp(-x))] x = lp/L (11-14)

Dans la limite x-H), (11-14) devient :

R2 = L(21p) (H-15)
On retrouve la relation (11-12) relative à la chaîne idéale avec : b = 21p (11-16)

La longueur statistique est donc le double de la longueur de persistance et les deux quantités représentent
la même propriété intrinsèque de la chaîne : sa rigidité locale. Dans la limite x-»», on retrouve le modèle
de bâtonnet. (11-14) conduit à :

R2 = L2 (11-17)
La chaîne à longueur de persistance décrit toutes les situations intermédiaires entre la chaîne flexible et le
bâtonnet, et on passe continûment du premier au second modèle, en faisant varier x = lp/L. Cependant, les
effets de volume exclu sont négligés.

11.2. Chaînes à rotations internes libres et gênées

Fig. II-2 : Schéma
du potentiel de
torsion sur le cône
de valence
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La chaîne à longueur de persistance74,77 et ses extensions78"8 peuvent être présentées comme les
limites de chaînes constituées de N segments de longueur 1, avec un angle de valence 0 et des rotations
sur chaque cône de valence libres ou gênées (figure II-2). C'est d'ailleurs de cette manière que ces
modèles ont été introduits par Porod-Kratky et Kirste.

II. 2. 1. Chaîne brisée à rotations libres

L'angle de valence 0 est fixe et l'angle sur le cône de valence <p est libre (r|=<cos(p>=0 ;

£=<sin<p>=0). On considère la valeur moyenne de la projection de la distance entre extrémités de la
chaîne, sur la direction du premier segment. Elle est donnée par la relation :

<H>=lI(cosg)i=l1"(COS^A/ (H-18)
~0 1-cosf?

La longueur de persistance est alors définie comme la limite de <H> lorsque N >°° :

lp= l =4 (H-19)
v 1-coso 6

Avec une contrainte de longueur L fixée, il suffit de passer aux limites l->0 et 0 »0 (conditions évidentes
pour que la chaîne brisée se confonde avec le filament). On peut aussi utiliser le rapport caractéristique de

Flory Co» pour présenter la relation entre lp et 1. R étant l'écart quadratique moyen de la distance entre

extrémités de la chaîne, on a
77

II.2.2. Chaînes brisées à rotations gênées
NI2

C»» = limN^ -^y = -£ - 1 (H-20)

Cette fois, les rotations internes sont caractérisées par des valeurs de T) et e non nulles :

2? V(ffl) 2* V(ffl)
j cosç?exp(	 )d<p J sinçîexp( 	 )à<p

T]=-^Z 	 2	 et e=-iL~-	 (H-21)
2fexp(-^W 2fexp(-^)d^
0 kBT 0 kBT

où V(tp) est le potentiel de torsion sur le cône de valence. On définit la longueur de persistance de la
même manière, en considérant la limite de <H> lorsque N>°°. On obtient78 :

p -, ' ï?rP4 mv l-cosc? i- rf -er
La longueur de persistance dépend donc de V(cp) et, plus précisément, des différences d'énergie entre
positions trans et gauches. Lorsqu'une des positions g+ ou g" est favorisée, il faut aussi introduire une
torsion. Cela conduit au modèle de chaîne à longueur de persistance en hélice79,80. Par contre, si la
position trans est favorisée, la torsion ne joue plus aucun rôle et, localement, la chaîne reste dans un plan.
Il faut toutefois introduire une persistance de courbure lorsque la chaîne présente au moins deux angles de
valence différents78,9. C'est le modèle de Kirste, ou modèle de chaîne à longueur de persistance avec
persistance de courbure. Dans le modèle de filament, cela revient à introduire une courbure à l'équilibre
non nulle.
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